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Negacao e condicional na légica de Peirce e em outras logicas

Resumo

Os conceitos de negagao e condicional sao
elementos centrais na construcao de qual-
quer sistema légico - seja de natureza dedu-
tiva, abdutiva ou indutiva. Sistemas l6gicos
sao constructos intelectuais, objetos efeti-
vos da ldgica (como disciplina) - seja a usual
classica ou a peirceana. Neste texto, estu-
damos diferentes sistemas 1égicos delinea-
dos pelos papéis da negacao e da condici-
onal, quando regidos por principios, como,
os da identidade, terceiro excluido, nao con-
tradigao e dupla negacao; presentes, di-
reta ou indiretamente, a quaisquer cons-
tructos dessa natureza. Nessa apresentagao
dos diversos sistemas légicos, destacamos os
constructos da légica (como disciplina) de
Peirce: o triddico e dos grafos existenciais.

1 Apresentacao

A disciplina 1A005 - Semidtica e Siste-
mas Inteligentes -, trata de diferentes for-
mulagoes de uma gama variada concei-
tos, inserida em diversas propostas de te-
orias. Cada proposta apresentada, de fato,
é uma construgdo hipotética - uma sistema-
tizacdo de conceitos sob certas condigoes de
contorno. Entendemos, pelo menos neste
texto, os conceitos como sendo formulacoes
intelectuais sobre objetos concretos e/ou
abstratos. As condicées de contorno sao
constituidas por tudo o que esta envolvido
na forja do pesquisador e seu objeto de es-
tudo (entenda-se criador e criatura como
unidade), por exemplo, desde convengoes
para a boa prdtica cientifica até principios
assumidos por escolha ou por algum tipo

de necessidade (p.ezx., os principios no-
moldgicos).

Nao entraremos nos datalhes dos dife-
rentes tépicos abordados na discplina, ape-
nas destacamos que o interesse da disciplina
estd nas formulacgoes de sistematizacao de
conceitos cujo carater é cientz’ﬁaﬂ Isto
é, estamos tratando do conhecimento ci-
entifico, conhecimento que muitas vezes
confronta o senso comunf} Desse modo,
é de se esperar que a disciplina passe por
questoes acerca da natureza dos conceitos
(p. ex., concreta ou intelectual) e objetos
(p. ex., concretos ou abstratos); da pos-
tura do investigador e a visao que adota
(p. ex., empirista, realista, fenomenolégica
ou pragmética); das convengdes acerca da
pratica cientifica (p. ex., utilitarista ou
pragmadtica); dos critérios de escolhas (p.
ex., a navalha de Occam); e dos principios
adotados (p. ex., da identidade ou do con-
tinuum).

A disciplina percorre um amplo es-
pectro de questoes que apesar de imbri-
cadas umas as outras podem ser apresen-
tadas e pensadas (de certo modo) inde-
pendentemente. Deste intrincado quebra-
cabecas, de pecas imbricadas, escolhemos
tratar das questoes subjacentes & légica
(como disciplina, como érea de estudo) de
Peirce com foco em seus sistemas logicos:
o triddico e dos grafos existenciais. Ape-
sar de centrarmos foco em constructos ma-
tematicos, isto é, em objetos abstratos, as
questoes subjacentes a construcao de tais
estruturas estao diretamente relacionadas
com elementos ligados a natureza do co-
nhecimento cientifico, como, as nocoes de
verdade, negacao e condicional.
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Neste texto nao tratamos a logica
(como disciplina) de Peirce nem seus siste-
mas ldogicos de forma isolada. Escolhemos
dois elementos, a negacao e a condicional,
que permeiam o processo de construgao de
qualquer sistema l6gico, como fio condutor
para situar a légica (como disciplina) e os
constructos de Peirce no cenério, digamos,
padrdo da légica (como disciplina fora do
circulo de especialistas) contemporanea.

1.1 Organizagao do Texto

O texto segue o formato e roteiro como es-
pecificados a seguir. Neste trabalho utili-
zamos o recurso de notas e observagoes no
final do texto, Secao |8, para nao sobrecar-
regar o discurso central e como apoio para o
leitor nao habituado ao uso dos jargoes das
areas de logica e matematica. O restante
do texto estd organizado conforme roteiro
a seguir.

Na Secao estabelecemos cendrio
de nosso discurso, apresentamos o enqua-
dramento dos conceitos envolvidos e a
dinamica que adotamos para a construgao
dos sistemas que interessam a nossa abor-
dagem (Subsecéo .

Uma vez destacados o cendrio, o
enquadramento e a dinamica, apresenta-
mos na Secao [3| os personagens envolvi-
dos (Subsegao : a negagao o a con-
dicional em suas formas de ocorréncia,
Subsegao Essas formas de ocorréncia
estao relacionadas com a nogao de verdade,
tratadas na Subsegao [3.1.2] Encerramos
a se¢do descrevendo como o0s personagens
aqui colocados irao atuar de acordo como a
nossa abordagem, Subsegao

[\)

Na Segao [] colocamos os elementos
abordados na secao anterior em seus respec-
tivos lugares e formas de atuacao no ambito
das 16gicas (como disciplinas): a usual (co-
mum, oridndria) e a de Peirce, contem-
poraneas. Alguns elementos tém desta-
que em seus papéis nos respectivos sistemas
légicos que irao atuar: as nogoes de verdade
segundo Tarski e Peirce, Subsegao al-
guns principios bdsicos, Subsegao 08
mesmos principios sob a éptica de Peirce,
Subsegao [41.3} a negacao, Subsecao [£.1.4]

e, finalmente, a condicional Subsegao [£.1.5]

A Secao trata da internalizacao
dos elementos apresentados na segao an-
terior como objetos efetivamente forma-
lizados. A forma cldssica (usual) da
nogao de verdade, negacao e condicio-
nal estdo retratadas no Sistema Proposi-
cional Cléssico (ou Célculo Proposicional
Cléssico), Subsegao Uma extensao
da linguagem do Sistema Proposicional,
para aumentar a expressabilidade da lin-
guagem proposicional, é apresentada na
Subsecao [5.2

Na Segao [f] apresentamos os sistemas
l6gicos que ndo adotam a negacao e/ou a
condicional, pelo menos em parte, como nos
sistemas cldssicos. Os sistemas aqui expos-
tos sdo os intuicionistas (com uma incurséo
rapida sobre a Lei de Peirce), os paraconsis-
tentes e multi-valorados (dentre eles o sis-
tema triddico peirceano), os modais e dos
grafos existenciais de Peirce.

Finalmente, na Secao [7] tecemos nossos
comentarios finais, propomos estudos futu-
ros e sistemas 16gicos (ainda ndo acabados)
especificos para tratar informacao espacial
em universos digitais persistentes e que in-
corporam elementos da semiética de Peirce.

2 Introducao

O conhecimento cientifico mostra-se ter-
reno fértil para compreender como a com-
preensao € possivel. Isso se deve, em parte,
a forma como ela propria se interroga sobre
sua legitimidade, o que leva, por sua vez, a
questionar a legitimidade dessa propria le-
gitimidade, [Costa, 1993].

Essa natureza do conhecimento ci-
entifico enriquece o senso commrEl, gera um
novo senso comum distinto do que o pro-
cedeu, mas exercendo a mesma funcao do
senso anterior para a compreensao e a co-
municagao, [Paty, 2003].

Esse circulo virtuoso se articula por
meio de conceitos, afinal, ndo ha senso
(o comum ou da razao) sem conceituacgao,
[Costa, 1997]. A seguir, iniciamos a nossa
conceituagao. Estabelecemos o cendrio de
nossa abordagem e apresentamos o en-
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quadramento dos conceitos envolvidos e a
dinamica que adotamos para a construgao
dos sistemas que nos interessam.

Podemos enxergar o processo de sis-
tematizagao como uma forma conveniente
de descrever as coisas - um modo de ver o
mundo [Weinberg, 1975 pdg. 52| -, uma
forma de expressar compreensao sobre algo
(ou conhecimento de algo). No nosso caso,
estamos interessados em sistematizagao que
carregam em seu nucleo um compromisso
com alguma nogao de verdade, como ocorre
com o conhecimento cientifico. ~ Como
a nocao de verdade e logica constituem
nogoes interligadas estreitamente, entao o
conhecimento cientifico e légica acham-se
imbricados entre si, [Costa, 1997].

Dentre as varias formulagoes da nogao
de verdadeﬂ p. ex., decorrente da Te-
oria da Redundéncia, da Teoria Coe-
rencial, da Teoria da Correspondéncia
e da Teoria da Verdade Pragmadtica, (
[Lynch, 2001], [Haack, 1978, Cap. 7,
[Priest, 2000], [Abe, 1991]), a adotada
pela légica (como disciplina) corrente é
a defendida por Tarski, (|Tarski, 1944],
[Tarski, 1956a]) - apresentamos maiores da-
talhes na Subsegao [3.1.2

Apresentamos neste texto apenas as
idéias de Tarski e Peirce, j& que o objetivo
é situar os sistemas légicos de Peirce
entre os sistemas logicos usuais. De fato,
como desejamos comparar tecnicamente
sistemas 16gicos (oriundos de légicas (como
disciplinas) aparentemente distintas) que
tenham subjacente alguma nogao de
verdade, devemos abordar a versao de
Peirce de tal modo que possamos proceder
tal comparacao. Trata-se de uma abor-
dagem técnica, a idéia nao é confrontar
aspectos dessas duas teorias da verdade,
por exemplo, sob a Optica da filosofia.
Desse modo, devemos situar um teoria
em outra e, neste caso, situar a nocao
de verdade de Peirce na formulacao de
Tarski, fazemos isso através do conceito de
quase-verdade,  ([Mikenberg et al., 1986],
[Hifume, 2003], [Krause, 2011a]); idéia
originalmente conhecida como wverdade
pragmdtica, [Peirce, 1965] - apresentamos
maiores detalhes na subsegao [3.1.2]

Um vez escolhida qual nocao de verdade
adotar, um préximo passo seria descobrir,
em relagao ao processo de construcao de sis-
temas logicos, qual tipo de objeto possui a
propriedade (o atributo) de ser verdadeiro?
A resposta padrao é: uma proposicdo car-
rega esse tipo de atributo - apresentamos
maiores datalhes na subsecao [3.1.1

Os elementos que compoem o cendrio
deste texto sao proposigoes associadas a
uma ou outra nocao de verdade, tais ele-
mentos estdo sob o olhar (o enquadra-
mento) cientifico: gerar sistematizagoes
de conceitos compromissadas com alguma
nogdo de verdade. A seguir expomos a
dindmica de construcao de tais sistema-
tizagoes, que chamamos de axiomatizacoes.

2.1 Axiomaticas

Entendemos que o ato de axiomatizar
uma teoria estd em buscar (definir) sua
contraparte matemdtica (sua estrutura),
[Henkin et al., 1959]; tentar caracterizar a
estrutura matemadtica a ela subjacente,

[Costa, 1997].

Evidentemente, ao se definir o objeto
dessa busca (a axiomdtica de uma teoria),
seja de um prisma local, global ou estrutu-
ral, ndo teremos no objeto (na axiomdtica)
as conexoes da teoria com o contorno, com
a experiéncia. Mesmo porque, o estudo de
tais conexoes nao pertence propriamente a
axiomatizagci(ﬂ em sentido estrito (deve ser
analisada a parte), [Costa, 1997].

Adotamos essa dinamica pois ela serve
tanto como lugar de edificagdo de nossos
constructos hipotéticos quanto de inves-
tigacao do constructo: nela podemos elimi-
nar ou modificar seus (elementos) axiomas
discutindo as variantes da teoria axiomati-
zada. O processo de axiomatizar uma teoria
pode ser descrito do seguinte modo:

e escolhe-se certo ndmero de nogoes
e de proposicoes primitivas, sufici-
entes para sobre elas edificar a te-
oria, aceitando-se outras idéias ou
outras proposigoes s6 mediante, res-
pectivamente, definicoes e demons-
tracoes; obtém-se, dessa maneira, uma
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azxiomdatica material da teoria dada;

e deixam-se de lado os significados intui-
tivos dos conceitos primitivos, conside-
rando-os como termos caracterizados
implicitamente pelas proposicoes pri-
mitivas;

e procura-se as consequéncias do sistema
obtido, sem preocupagao com a natu-
reza ou com o significado inicial desses
termos ou das relagoes entre eles exis-
tentes.

O método axiomadtico permite subme-
termos nossos objetos de estudo (os siste-
mas l6gicos) a um escrutinio critico, re-
velando quais sao as idéias bésicas e seus
principios centrais. Desse modo, o método
axiomatico nao se reduz somente a um pro-
cesso de edificacao, é também instrumento
de desenvolvimento da prépria area a que
se aplica. Ou seja, essa forma de aborda-
gem nao se afigura unicamente ferramenta
de rigor, mas conduz a progressos verdadei-
ros, funcionando como alavanca heuristica,
[Costa, 1997].

Neste texto consideramos esse método
de constru¢ao de sistemas como Processo
base para todos os sistemas légicos aqui
apresentados. Desse modo, os objetos de
estudo, os sistemas logicos, terao em sua
base de construgao elementos comuns (pro-
posicées e suas propriedades) e o mesmo
processo de edificagao. Nao detalhamos
esse processo em todos os sistemas aqui
expostos, fazemos isso com maior cui-
dado somente para os sistemas classicos -
Secao Nos sistemas restantes voltamos
nossa atengao para discutir as variantes dos
conceitos axiomatizados.

3 Preliminares

Delineamos na segao anterior, de forma
ampla e pouco precisa, o cenério, enqua-
dramento e a dinamica em que transcorre
nossa abordagem. Nesta secao definimos
um pouco mais esse delineamento tragado.
Especificamos nesta segao os personagens
e as respectivas caracteristicas que interes-

sam & nossa temaética, restritos ao contexto
do amplo cenario exposto.

Antes de discorrermos sobre a negagao e
a condicional, personagens da nossa trama,
descrevemos o local e o modo como esses
dois conceitos irao atuar: grosso modo, am-
bos ocorrem em proposi¢oes como particu-
las de construcao de frases e quando apli-
cados sobre uma proposicao tém o poder,
além do sintatico, de modificar ou nao o
atributo (o valor de verdade) da proposicao
original.

3.1 Proposicoes e Verdades

Como mencionado anteriormente, pro-
posicoes carregam como um dos atributo a
nocao de verdade. Desse modo, devemos
averiguar o que sdo proposi¢oes (ou pelo
menos, como sdo entedidos neste texto) e
como interagem com a nocao de negagao
e condicional - sem perder a referéncia do
atributo que carregam. Em seguida, trata-
mos da nogao de verdade.

3.1.1 Proposigoes

Estamos lidando com sistematizagoes de
conceitos, utilizando a forma escrita para
nos expressarmos. Logo, devemos esclare-
Cer como expressamos conceitos.

Dentre as véarias propostas, a que ado-
tamos, pelo menos neste texto, diz que con-
ceitos sao as intensoes que estao associadas
aos predicados. O significado de um predi-
cado (a sua intensdo) determina a sua ex-
tensd(ﬂ Isso nos permite agrupar coisas
(individuos) num mesmo conjunto usando
diferentes conceitos e, portanto, podemos
nos referir as mesmas coisas por meio de
conceitos distintos, de acordo com os dife-
rentes modos de significacao.

Logo, conceito e predicado estao in-
timamente relacionados. O predicado em
expressoes da forma sujeito + predicado
exerce dois papéis: refere ou introduz o con-
ceito na expressao e é também responsavel
pela conexao predicativa. H& entao uma
relacao de dependéncia miutua entre sujeito
e predicado, funcionam como complemento
um do outro. Chamamos de proposi¢do



F. S. Yamamoto

o cumprimento dessa complementaridade,
[Strawson, 1974].

Uma proposicao afirma uma relagao de
termos, a Figura [l| mostra essa relagao:

forma da proposicao

Sujeito + Copula + Predicado

o’atéria da proposl\c;ao

Figura 1: Forma gramatical das proposigoes.

Evidentemente, essa definicdo para o
que seja uma proposicao nao esgota o as-
sunto. Os termos aqui delineados visam
apenas situar o leitor quanto ao seus respec-
tivos usos como jargao das areas de légica e
matematica, que estd longe de ser consenso
mesmo entre especialistas das areas.

De fato, essa caracterizagao para pro-
posicao nos auxilia no questionamento do
papel da negacao e condicional em siste-
mas logicos. Por exemplo, em relagao a
negagao, podemos nos perguntar: como a
negacdo atua numa proposicdo? A negacio
é uma possibilidade para o predicado mas
nfo para o sujeito? Respondemos, pelo me-
nos em parte, a essas e outras questoes na
Secao [4] no ambito dos sistemas légicos.

3.1.2 Nocoes de Verdade

A nocao usual de verdade assumida para a
l16gica cléssica é a de Tarski que satisfaz o
que chamamos de esquema T'. Nao entrare-
mos nos detalhes técnicos do esquema, mas
a idéia pode ser entendida por meio de um
exemplo cldssico: a neve € branca é verda-
deira se, e somente se, a a neve é branca.
Isto é, uma proposigdo ¢ que descreve um
dado fato é verdadeira se, e somente se,
tem-se o dado fato . Nao se trata de
uma definicdo propriamente dita, mas for-
nece condicao sine qua mon que qualquer
definicao (caracterizagdo, esclarecimento)
deve satisfazer, [Costa, 1997].

A idéia de Tarski é a de considerar o

conceito de verdade como uma relacao en-
tre proposigoes de uma linguagem e a estru-
tura (modelo) na qual esta linguagem estd
interpretada. Note-se aqui o comprometi-
mento do conceito de consegiiéncia l6gicd’|
Nesse caso, é necessdrio supor (crer) que
tal linguagem possui estrutura bem defi-
nida, uma vez que a relacao estabelecida
pela formulacao é no sentido matematico.
Desse modo, o uso do esquema T como de-
finicao de verdade é adequado em estabe-
lecer relagoes entre linguagens artificiais e
certas estruturas matemdticas (modelos).

Como destacamos anteriomente, um
sistema logico é uma linguagem artificial,
uma estrutura lingiiistico-formal, desse
modo, possui uma componente sintdtica,
uma componente semantica e um con-
junto de regras que trata das formas de
ocorréncias dos elementos sintdticos (p.ex.,
dos conectores de frases: negagoes e condi-
cionais). As regras determinam as formas
de composicao e interpretacdo dos elemen-
tos das componentes. A composicdo trata
das construgoes sintaticas e das formulagoes
gramaticais sintdtico-semanticas e a inter-
pretacao trata dos aspectos semanticos, em
geral, via nogao de verdade.

Deve estar claro que uma tal nocao de
verdade, subdeterminada pela concepgao
de Tarski, impoe consideragoes diferentes
das semanticas no sentido normalmente
aceito, [Mulligan, 1992]. Ou seja, sob a
concepcao de Tarski a semdntica dos sis-
temas 1égicos, pelo menos dos classicos, é
a da Teoria de Modelos - do estudo de lin-
guagens formalizadas e suas interpretagoes
em estruturas matemdticas (ou seja a nogao
de conseqiiéncia logica é modelo-tedrica).
Nesse caso, verdade é concebida em termos
de uma relagao entre a linguagem e a rea-
lidade (uma realidade capturada em mode-
los), mas em termos das estruturas em que
sentencas sao verdadeiras.

Note-se que essa postura de querer sa-
ber se as proposi¢ées sao verdadeiras em
um model(ﬂ qualquer é muito distinta da-
quela em que se deseja saber se as pro-
posicoes sao werdadeiras mo mundo real.
Alids, a aprioridade (ou anterioridade),
uma das caracteristicas atribuida a con-
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seqiiéncia légica (tarskiana ou nao) de-
termina a independéncia da consequéncia
légica de conhecimentos individuais ou
prévios, do grau informacional sobre o
mundo (real) ou do significado doster-
mos, de relagoes de conteido ou qual-
quer tipo de experiéncia referente aos fa-
tos expressos pelas premissas e conclusao,
[Henkin et al., 1959| pag. 30-37].

Uma outra proposta de teoria da
verdade é a pragmdtica de Peirce,
[Peirce, 1965]. A verdade pragmética
de uma proposicao depende de seus efeitos
praticos, supondo-se, naturalmente, que
esses efeitos sejam aceitos como verda-
deiros, ou nao verdadeiros, no sentido
ordinario do termo verdade. Mikenberg,
da Costa e Chuaqui (1986) introduziram
uma formulacdo da nogao de verdade
pragmatica via proposicoes bdsicas, de tal
sorte que uma asserc¢ao (hipGtese ou teoria)
pode ser tida como pragmaticamente
verdadeira se suas conseqiiéncias basicas
sao verdadeiras, no sentido de uma Teoria
da Correspondéncia (p.ez., a de Tarski),
[Abe, 1991].

Para Mikenberg, da Costa e Chu-
aqui, essa interpretacao do dictum de
Peirce constitui a esséncia da Teoria
da Verdade de Peirce, ([Abe, 1991],
[D’Ottaviano and Hifume, 2007]). Ou seja,
a verdade pragmédtica (fundada em suas
conseqiiéncias bdsicas ou efeitos praticos)
nao se mostra completamente indepen-
dente no sentido de correspondéncia com a
realidade (no sentido de Tarski). Segundo
os autores nao se trata de uma exegese da
posicao peirciana, o fato é que a definicao
dada por eles capta aspectos relevantes
e significativos da doutrina da verdade
de  Peirce, ([Mikenberg et al., 1986],
[Abe, 1991]).

Nao enveredamos pelas questoe fi-
los6ficas, no entanto, para atender aos
nossos objetivos, tragamos um compara-
tivo, digamos, estrutural das nocoes de
verdade tarskiana e peirceana. Essa dis-
tingdo estrutural destaca a diferenga en-
tre os termos pragmdticamente verdadeiro
e verdadeiro (respec., pragmaticamente nao
verdadeiro e nao verdadeiro) - tratamos

essa formalizagao com maiores detalhes na

Subsecad4.1]

3.2 Negacgao e Condicional

A negacdo é um recurso presente em
qualquer forma humana de comunicagao,
[Horn, 1989]. Em qualquer linguagem na-
tumﬂ (escrita) a ocorréncia da negagao é
caracterizada pelo uso de algum tipo de
marcador. De fato, nao ha linguagem na-
tural (escrita) que marque sentencas posi-
tivas em lugar das negativas, [Dahl, 2010].
Essa estratégia para expressar negagao, via
marcadores, é também utilizada nas lin-
guagens formais, o resultado, em geral, é
uma linguagem-objeto simétrica entre ex-
pressoes positiva e negativas.

Nas linguagens naturais expressoes afir-
mativas e negativas nao ocorrem de forma
simétrica, desse modo uma expressao ob-
tida pela negacdo aplicada a uma expressao
negativﬂ pode nao ter o mesmo status da
respectiva expressao em sua forma positiva.
Ou seja, a negacao internalizada em lin-
guagens artificiais torna-a muito distinta da
forma como ela atua nas linguagens nao
artificiais - expomos maiores detalhes na

Subsegao

As condicionais sdo usualmente expres-
sas na forma se ..., entdo E e, assim
como a negagao, ocorrem em diferentes for-
mulagoes e variando quanto a forma e uso.
As formulacoes das frases condicionais, elas
podem ocorrer, por exemplo, nas formas
assertativa (se chover, eu ndo irei ao ci-
nemay), imperativas (se o paciente melho-
rar, troque a medicagcdo) ou interrogativas
(se vocé sair, ird passar pelo mercado?) -
para uma taxionomia mais detalhada reco-

mendamos [Woods, 1997].

Quanto ao uso, podem servir para a
construcao de diferentes formas de deciso-
res para escolhas, por exemplo, de agoes
a praticar, atitudes a tomar e crengas a
adotar, [Sanford, 1989]. As condicionais
também sao utilizadas para expressar argu-
mentos. Interessa nos essa ultima forma de
uso, pois a légica (como disciplina) ocupa-
se, entre outras coisas, em avaliar argumen-
tos validos.
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Por exemplo, no caso da wvalidade de-
dutiva (note-se que essa nomenclatura per-
mite conceituar a classe das validades nao
dedutivas), a propriedade da validade de
um argumento estd relacionado com o fato
de uma ou mais proposigoes serem con-
sequéncia (dedutiva) de outra ou outras. E,
apesar da wvalidade (de qualquer natureza)
nao ser a Unica propriedade interessante de
um argumento, é ela que possibilita o, diga-
mos, inicio da conversa - se um argumento
nao é sequer valido, entao nao pode ser
coisa alguma (em termos l6gicos). Trata-
mos da condicional em maiores detalhes na

subsegao

3.3 Logicas e Sistemas Logicos

O termo légica é frequentemente usado em
varias acepgoes, as vezes denota uma dis-
ciplina (uma &drea de estudo) e outras ve-
zes é sinénimo de sistema ldgico (uma es-
trutura matemdtica). Como disciplina héd
pelo menos uma que usualmente é chamada
de ldgica cldssica e como sistema a estru-
tura classica usual é o Cdlculo de Predi-
cados de Primeira Ordem (CPPO), com ou
sem igualdade, tendo o Cdlculo Proposici-
onal Cldssico (CPC) como seu subsistema.
Doravante utilizamos o termo légica pra
nos referirmos a area de estudo e o termo
sistema 16gico para nos referirmos tanto a
uma ferramenta (vide nota sobre axioma-
tizagaoes) de uso prético para estudos dos
conceitos aqui porpostos quanto a um dos
objetos de estudo da légica.

A imagem contemporanea da légica
(como disciplina), pelo menos de como ela
¢é vista fora do circulo de especialistas, ¢é
a da ldgica matemdtica - uma disciplina
da matematica. Nesse contexto, o que as
pessoas véem subjacente a logica sao os
métodos utilizados pelos matemaéticos, que
supostamente incorporam a dedu¢do como
principal ferramenta de walida¢do de ver-
dades. De fato, é preciso esclarecer que
0 matemaéatico em seu exercicio profissio-
nal didrio nao estd atado ao método dedu-
tivo. Como qualquer profissional de outras
areas do conhecimento faz uso, quando ne-
cessario, de experimentos, de métodos ab-

dutivos e indutivos. Porém, a forma como
o matematico divulga seus resultados, suas
descobertas ou invengoes, exibe claramente
uso do método dedutivo.

A légica contemporanea, em seus
diferentes papéis, emerge em varias
areas do conhecimento, por exemplo em
economia - vide [Tsuji et al., 198§],
fisica -  [Weingartner, 2010], biolo-
gia - [Duan et al., 2000], linguistica -
[Moss and Tiede, 2007], computagao
- [Halpern et al., 2001] e filosofia -
[Garson, 2000]. Esse cendrio indica
que a logica nao estd unicamente ligada
a matemdtica (fundindo sua linguagem e
métodos a linguagem e métodos da ma-
tematica, abarcando entre seus objetos de
estudo, por exemplo, a Teoria da Recursao,
a Teoria de Modelos e os Fundamentos da
Teoria dos Conjuntos).

Essa intromissao da loégica em di-
ferentes areas do conhecimento por in-
termédio de diferentes sistemas légicos (sis-
temas como estruturas lingiistico-formais)
exibe também a ligagdo da logica com a
lingiiistica - como instrumento de compre-
ensdo e comunicagdo no/do meio da qual
emerge. Desse modo, parece natural o in-
teresse da légica (como disciplina) em ter
como objetos de estudo os signos, icones,
indices e sfmbolos, isto é, incorporar (ou
ser incorporado) a semiética de Peirce,
([Peirce, 1965], Chapter 7], [Peirce, 2000]).

A idéia deste texto é a de colocar frente-
a-frente os sistemas ldgicos correntes e os
sistemas logicos peirceanos para averiguar
as diferencas, sejam elas na metateoria dos
sistemas (na concepgao de conceitos, como,
o de signo, negacao e condicional) ou na
estrutura interna dos sistemas (tecnicalida-
des especificas de elementos sintaticos, re-
gras sintaticas e semanticas da linguagem-
objeto).

Como ja ressaltamos anteriormente,
o procedimento comparativo é de carater
técnico, nao adentramos nas questoes da
filosofia das légicas, [Haack, 1978], o que
temos como objetos compardveis (em seus
aspectos formais) sdo os sistemas légicos
(como estruturas lingiifstico-formais) con-
tendo ou ndo elementos signicos (no sen-
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tido peirceano). Na Secdo [| discorremos
sobre elementos da metateoria e sobre os
principios bésicos, associados a negacao e
condicional, que formam a base das sis-
tematizagoes em ldgica (como disciplina).
Os objetos das sistematizacoes, os sistemas
l6gicos, digamos, classicos e nao-cldssicos,
sao tratados nas segoes [f] e [6] respectiva-
mente.

4 Sistemas Logicos

Ocupamos esta se¢do para discorrer sobre
alguns aspectos da metateoria da logicas
peirceanas e nao-peirceanas (a légica, diga-
mos, usual), Subsegao Nas subsegoes
seguintes, cuidamos de elementos mais es-
pecificos: as nogoes de verdade sob as
6pticas de Tarski e Peirce, Subsecio
alguns principios bdsicos, Subsegao e
0s mesmos principios sob a interpretacgao de
Peirce, Subsecao [1.1.3] Nas subsegoes [1.1.4]
e M.1.5 especificamos os papéis e deli-
mitagoes da negagao e da condicional, res-
pectivamente.

4.1 Metateorias

Em termos leigos, é 6bvio (e vago) dizer que
a construgao de um sistema logico reflete,
entre outras coisas, aquilo que o designer
entende como sendo logica. Nesse sentido,
os fundamentos (e suas justificativas) estéo
fora do sistema logico, encontram-se na me-

tateoricF_?[

O estudo de aspectos semanticos de
certas teorias (p.ex., a légica usual ou a
de Peirce) via alguma defini¢do de verdade
(p.ex., a correspondencial de Tarski ou a
pragmdtica de Peirce), tem seus fundamen-
tos em alguma teoria de conjuntos (p.ez.,
na teoria ZFC|E|). Dessa forma, no nivel me-
tatedrico, é imprescindivel que as demons-
tragoes sejam corretas, isto é, se operamos
com o simbolo de pertinéncia ( € como ele-
mento primitivo), entdo sua manipulagao
deve seguir os postulados conjuntistas que
o governam, [Costa, 1997].

De fato, sempre ha uma disciplina, a
metamatematica, que se ocupa, de modo

informal e intuitivo, dos sistemas simbdlicos
que constituem a contraparte formalizada
dos sistemas conceituais (da matemadtica),
[Costa, 1997]. Ou seja, hd uma pratica in-
seperdvel do processo de formalizagao (seja
ela por meio de axiomatizagdo ou nao)
que nao se deixa reduzir a axiomatizagao.
Trata-se de uma atividade, digamos, infor-
mal (fora da formalizagdo) que se constitui
essencialmente em critica de idéias, de pres-
supostos, da linguagem; de natureza estri-
tamente aclaratéria, [Costa, 1997).

Para compreendermos como as nogoes
de negacao e condicional sao entendidas pe-
las légicas usual e peirceana devemos es-
tabelecer qual a metamatemdtica de cada
abordagem. No caso da légica usual pode-
mos tomar a teoria ZFC (aquela na qual se
funda a matemadtica usual), resta-nos escla-
recer a contraparte peirceana, fazemos isso
na préxima subsecgao.

4.1.1 Verdades: Tarski e Peirce

Sob a éptica da teoria da verdade de Tarski,
as linguagens sao interpretadas em estru-
turas (modelos), isto é, ¢ ¢ verdadeira sob
uma interpretacao I. Um modelo é com-
posto por um universo (conjunto) U (ndo
vazio) e um conjunto de relagoes R sobre
U)-sex, y € UeR € R, entdo ou
(z,y) € R ou (z,y) € R, nio ocorrendo
nenhuma outra possibilidade. Isso ocorre
pela formulacao da nocao de verdade de
Tarski na metateoria, isto é, na linguagem
da teoria de conjuntos (neste caso ZFC).
A seguir veremos que também a nocao de
verdade pragmadtica peirceana, pelo uma
versao formalizada, pode ser expressa ade-
quadamente (via defini¢ado de relagdo par-
cial n-4ria) em ZFC.

Na formulagdo da verdade pragmaética
peirceana, devida a Mikenberg, Costa e
Chuaqui, [Mikenberg et al., 1986], se z, y €
Ue R € R, podemos ter (z,y) € R,
(z,y) € R ou z e y podem néo estar de-
finidos para R.

Para obtermos a terceira alternativa de-
vemos reformular (introduzir) o conceito de
relagdo parcial no conjunto R e delimitar
(ou pré-estabelecer) o conhecimento sobre
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U. Desse modo, é possivel extrapolar a
nogao de verdade de Tarski de tal forma que
a nocao resultante, matematicamente pre-
cisa, é fiel a uma das nogoes pragmaticas
da verdade. Sob essa formulagao a inter-
pretagdo é parcial (isto é, ndo necessaria-
mente total) e existe a relativizagdo a um
conjunto ® C U de sentencas estabelecidas.

Uma possivel definicao para relacdo
parcial n-dria seria: seja R € R tal que
R = (Ry,R2,R3) com R, N R; = () para
i# 4,0, je{1,2,3} e US R = U™ tal
que R; é o conjunto de n-uplas que sabemos
que pertencem a R; R é o conjunto de n-
uplas que sabemos que nao pertencem a R e
R3 é o conjunto de n-uplas que nao sabemos
se pertencem ou ndo a R - se R3 = ), entao
R é uma relagao usual, [Hifume, 2003], Def.
3.4.1]. A parcialidade de R expressa o co-
nhecimento incompleto sobre U.

A vpartir dessas estruturas parciais
(U,R) e de conjuntos de sentengas bésicas
que expressam proposi¢coes de nossa ex-
periéncia, verdadeiras ou nao (via Tarski) e
de sentengas mais complexas, expressando
proposigoes aceitas previamente, define-se o
conceito de verdade pragmdtica numa deter-
minada regido do conhecimento (ou numa
estrutura): se tudo se passa nessa regiao
(ou estrutura), como se ¢ fosse verdadeira
de acordo com a noc¢ao de Tarski. Segundo
os autores, essa formulagao satisfaz os prin-
cipais requisitos a que uma definicao de
verdade pragmatica parece condicionada,
[Mikenberg et al., 1986].

Desse modo, podemos tomar como me-
tamatematica da verdade pragmaética de
Peirce, pelo menos sob a perspectiva da
quase-verdade, a teoria ZFC. Neste ponto
devemos fazer uma ressalva, ao adotarmos
ZFC como metateoria para a nogao de ver-
dade pragmadtica (via quase-verdade) esta-
mos deixando de lado questoes sobre o con-
ceito de continuidade de Peirce; que apa-
rentemente nao equivale ao conceito can-
toriano de continuidade. Nao discutimos
neste texto as implicagoes dessa wviolagcdo
conceitual. Aceitemos, pelo menos neste
texto, que a teoria zFC funda a mnocgao
de verdade pragmatica sem maiores danos.
Para o leitor interessado, indicamos os tex-

tos de Havenel: [Havenel, 2008] e Rosa:

[Rosa, 2004].

4.1.2 Alguns Principios Basicos

Nesta subsegao apresentamos alguns dos
principios que regem os papéis da negagao
e da condicional. Tais principios sao com-
ponentes da metateoria.

Dentre os véarios principios adotados na
costrucao de sistemas légicos, escolhemos
0os mais polulares: os principios da iden-
tidade (P1), da nao contmdigd@ (pPNC),
do terceiro excluido (PTE) e da dupla-
nega¢do (PDN); presentes em qualquer dis-
cussao que envolva a negacao e a condi-
cional. Observamos que nao é possivel
construir, por exemplo, o sistema légico
cldssico, [Krause, 2011D).

O principio da identidade pode ser for-

mulado dos seguintes modos:
Formulagos semanticas: (4) uma proposicao
verdadeira é sempre verdadeira, e uma nao
verdadeira, sempre nao verdadeira; (i7)
toda proposicao possui um tunico valor de
verdade; (ii1) em qualquer contexto, as
ocorréncias de um dado simbolo devem
sempre ter o mesmo sentido; (iv) x néo
pode ser, sob o mesmo aspecto e a0 mesmo
tempo, y e ndo-y. (v) z é P e x ndo €
P nunca sao simultaneamente verdadeiras;
(vi) todo objeto é idéntico a si mesmo; (vii)
T €.

As formulagGes anteriores nao sao equi-
valentes, logo a formulacao adotada deve
ser especificada durante o processo de cons-
trugao do sistema légico ou deixar isso bem
claro pelo contexto, [Krause, 2011b].

Podemos descrever o principio da iden-
tidade sem envolver conceitos semanticos
como verdade, denotacdo, sentido, etc, fi-
cando restrito aos aspectos sintaticos das
linguagens - admitindo que as formulacoes
estao de acordo com as linguagens pré-
estabelecidas. Entao, temos as seguinte for-
mulagoes sintaticas:

(¢) em uma linguagem proposicional: p —
p ou p < p, com p varidvel proposi-
cional. Poderiamos ter escrito um es-
quema: ¢ — @ou p < @, neste caso
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 é meta-variavel da linguagem propo-
sicional;

em uma linguagem de primeira ordem:
Vz(r = z), aqui x é varidvel individual
da prépria linguagem (evidentemente,
estamos numa linguagem de primeira
ordem com igualdade);

(7i7) em uma linguagem de segunda or-
dem: VPVz(P(x) < P(x) com P
uma variavel para predicados e z uma
variavel individual; etc.

O principio do terceiro excluido tem a
seguinte formulagao seméantica: dadas duas
proposi¢oes contraditorias, isto €, uma das
quais sendo a negagao da outra, uma delas
€ verdadeira. As formulacoes sintdticas se
apresentam do seguinte modo:

(1) numa linguagem proposicional: pV —p;

(#4) em uma linguagem de primeira ordem:
Va(P(x) V = P(z)), com P uma cons-
tante para predicados monddica, ou
entdo sendo P(z) uma férmula qual-
quer tendo x como varidvel livre (e
podendo conter eventualmente outros
pardmetros);

(#4¢) numa linguagem de ordem superior:

VPVx(P(x)V-P(x)) com x varidvel in-

dividual e P varidvel para predicados

monadica.

O principio da nao-contradicao se-
gue do seguinte modo em sua formulagao
semantica: dadas duas proposi¢ées contra-
ditérias, isto €, uma das quais sendo a
negacao da outra, uma delas € nao verda-
deira. Quanto as formulagoes sintaticas te-
mos:

(1) numa linguagem proposicional: —(p A
—p);

em uma linguagem de primeira ordem:
Vaz—(P(z) A—P(x)) com z varidvel in-
dividual e P uma constante mondadica
para predicados (ou entdao P(x) denota
uma férmula qualquer com z como
variavel livre, eventualmente contendo
outros parametros);

(i)
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(747) em uma linguagem de ordem superior:
VPYx—(P(x) A =P(x)) com x varidvel
individual e P varidvel para predicados
monadica.

O principio da dupla negacao diz que
uma proposicao € equivalente a negagao de
sua negacdo. Sintaticamente, numa lingua-
gem proposicional terfamos: p <> ——p.

H& outros principios como o da con-
jungédo (adjuncgdo) que diz que: dadas duas
proposicoes quaisquer, sempre se pode for-
mar sua conjun¢do - exemplos de sistemas
nao-adjuntivas sao os paracldssicos, o de
Jaskowski e alguns sistemas propostos por
Priest (ver [da Costa et al., 2007].

Como se pode perceber, é preciso al-
gum cuidado quando se afirma que vale
algum principio légico, pois isso depende
de qual formulacdo estamos considerando
e a qual logica estamos nos referindo,
[Krause, 2011b]. Note-se que em todos
os principios aqui mencionados o papel (a
forma de atuar) da negagao e da condici-
onal sao estabelecidos como primitivos, ou
seja, € suposto absolutamente clarﬂ 0s res-
pectivos papéis.

4.1.3 Peirce e o PI, PTE, PNC e PDN

A seguir damos a interpretacdo peirceana
para os principios aqui citados. Em relagao
ao principio da identidade, adotamos a
versao algébrica (da /flgebm de Co’pul,
sem adentrar nas questoes filoséficas dos
fundamentos dessa algebra.

Peirce introduz em sua &lgebra a ex-
pressdo: [p—< (a—< B)]< [p—~< (a—=< B)],
[Peirce, 2010, Pag.: 423], onde o signifi-
cado de —<< é descrito pelas seguintes pro-
posicoes:

(1) se x é falso, x—< y;

(it) se y é verdadeiro, z—< y;
(#i1) se x—< y, ou x é falso ou y é verdadeiro.
Observamos que a expressao disjuntiva em

(7i7) nao é exclusiva, ou seja, a leitura para
ou @ ou psi é ou p ou psi ou ambos. Ainda,
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num artigo de 1880 algebra of the co-
pula (para tratar sua légica proposicional)
Peirce introduz os icones de sua dlgebra e
o primeiro desses icones esta na férmula do
principio da identidade, [Peirce, 1986, Pég.:
170]:

The first icon of algebra is contai-
ned in the formula of identity

r—<x

This formula does not of itself jus-
tify any transformation, any infe-
rence. It only justifies our conti-
nuing to hold what we have held.

Entendemos (entedimento deste autor)
que, neste caso (pelo uso do icone), a identi-
dade se confunde com a nogao de identidade
do objeto (do ser do objeto), uma vez que
um fcone (no sentido peirceano) denota um
objeto partilhando caracteristicas que exis-
tem no objeto denotado (independente da
existéncia do signo). Como conceito ma-
temdtico, a identidade (o ser da coisa) é
necessariamente definida sobre estruturas,
desse modo a identidade se resume a ser é
ser um objeto ou ser € ser um atributo de
um objeto (sobre estruturas). Isto é, se con-
sideramos fixada uma estrutura, entao ser
€ ser um objeto de uma estrutura. A natu-
reza de um objeto esta inteiramente deter-
minada pela estrutura em que se encontra
imerso, [Béziau, 1996].

Mais precisamente, fixado um dominio
U e R conjunto de relagoes n-érias (cada
R € R denota um atributo partilhado en-
tre o objeto e o {cone) sobre U, temos uma
estrutura (U, R) em que é possivel definir
o conceito de identidade de um objeto do
seguinte modo: dados um objeto a de U
e uma relacao R € R denotamos a iden-
tidade de a por: Id[a] = (Id.[a],Id4[a]),
com Id.[a] = {x € U | (x,a) € R} e
Idjla] = {z € U | (a,z) € R}. A de-
finigdo dada é (nossa) generalizagdo (nao
comprovada) da versdao em [Béziau, 1996].
Essa idéia retrata nosso entendimento de
como poderfamos (nao foi provado) inter-
nalizar a identidade (no sentido peirceano,
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ou pelo menos como entendemos ser peirce-
ano) num sistema légico interpretada sobre
uma estrutura matematica.

Sobre a perspectiva de Peirce sobre PTE

e PNC seguimos ([Lane, 1997], Principles of

Excluded Middle and Contradiction - [End

Note)). Peirce expressava seus principios em

dois modos o material e o formal, como se-
gue:

Chamamos de Principio Peirceano

do Terceiro Excluido (PPTE) a seguinte
afirmagao:

e Modo material: para qualquer sujeito
(individual) e qualquer propriedade, ou
0 sujeito possui a propriedade ou 0 Su-
jeito nao possui a propriedade.

e Modo formal: para qualquer par de
predicados contraditorios ¢ e nao-p e
para qualquer sujeito (individual, ndo
genérico) x, ou x € @, ou x € nao-p é
verdadeiro.

A leitura de PPTE é sobre objetos individu-
ais, PPTE fornece uma condi¢cdo necessdria
da individualidade. O modo material fica:
se s denota um individual, entao, para
qualquer propriedade P, ou s € P ou s ndo
¢ P; similarmente o modo formal fica: se s é
um termo individual, entao, para qualquer
predicado P, ou s é P é verdadeiro ou s nao
¢ P é verdadeiro. Desse modo, expressoes
(sobre casos gerais) como: alunos de 1A005
sao estudiosos ou alunos de IA005 nao sao
estudiosos s6 podem ser consideradas ver-
dadeiras ou ndo apenas na verificagao de
casos particulares. Ou seja, PPTE nao se
aplica a proposigoes gerais (como decisor),
porém isto nao significa que proposigoes ge-
rais nao sao nem verdadeiras nem falsas.
Da forma como PPTE esté posta, entende-
se que nenhum par de predicados mutua-
mente contraditorios de qualquer individual
s@o ambos falsos, ([CP 5.447], [CP 5.448],
[Lane, 1997)).

Chamamos de Principio Peirceano
da Nao-Contradicdo (PPNC) a seguinte
afirmacao:

e Modo material: para qualquer propri-
edade e para qualquer sujeito (indivi-
dual) definido, nao é o caso de ocorrer
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ambos do sujeito possuir a propriedade
e do sujeito ndo possuir a propriedade.

e Modo formal: para qualquer par de
predicados contraditorios ¢ e nao-p e
para qualquer sujeito (individual) de-
finido xz, x € ¢ e x é ndo-p nao sao
ambos verdadeiros.

Para a leitura de PPNC é preciso fa-
zer uma ressalva, a distingao entre as ex-
pressdes nao € o caso de (uma forma de
negagdo) e € falso quando (outra forma de
negagao) - no original em inglés: does not
apply to e is false with regard to, respecti-
vamente, [Lane, 1997]. Isto pois, PPNC nao
se aplica aos termos vagos (p.ez., ser ca-
reca: alguns homens sao carecas e alguns
homens nao sao carecas - a proposicao é
verdadeira), pois para Peirce ndo é o caso
de cada predicado P e todos os sujeitos
indeterminados s, que s é P e s ndo €
P nao ser ambos verdadeiros. Ou seja,
PPNC nao se aplica ao termo indefinido
(vago), porém nao significa que proposi¢oes
indefinidas (vagas) sao verdadeiras e falsas,
[Lane, 1997].

A seguir expomos o papel da negacao
num sistema logico. Em particular, a Fi-
gura [2] pode ajudar a entender a inter-
pretagao diferenciada de Peirce sobre PI,
PNC e PTE.

4.1.4 Ocorréncias da Negacao

A negagao ¢é internalizada em sistemas
logicos por meio de um conectivo verofun-
cional (maiores detalhes na Subse(;éo
de tal sorte que a negagao de uma pro-
posicao, pelo menos em sistemas cldssicos,
satisfaz as seguintes condigbes em relagao
ao conjunto associado & propriedade (atri-
buto) de um dado objeto x (aqui a negagao
ocorre sobre a propriedade).

e a uniao do conjunto associado a pro-
priedade de x e do conjunto associado
a sua negagao devem incluir tudo,

e a interseccao do conjunto associado a
propriedade de = e do conjunto associ-
ado a sua negacao deve ser vazia.
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Desse modo é plausivel, pelo menos é
0 que ocorre nos sistemas logicos clédssicos,
a adogao de principios como PNC e/ou PTE
e/ou PDN (e/ou as respectivas versoes peir-
ceanas). Tais principios restringem o pa-
pel da negacao, deixa de atuar como o faz
nas linguagens naturais, ao de particula
responsavel somente por gerar oposi¢cdo ou
contrariedadd™)

As tentativas para ampliar o papel da
negacao, de forma a aproximar o modo
como a negacgdo atua nas linguagens na-
turais, nao sao recentes, as primeiras al-
ternativas foram propostas pelos estdicos:
modificando o escopo do operador negacao,
[Horn, 1989]. No entanto, em sistemas
como CPPO a ocorréncia de quantificadores
causa um problema se o escopo da negagao
nao for restrito: como decidir qual parte
da proposicao deverd ser negada pelo opera-
dor negagdo?. Por exemplo, considere a ex-
pressao: todo mundo ama alguém um pouco
as vezes, nao é evidente o que estda sendo
negado.

Devido a forma diversificada como a
negacao se manifesta nas linguagens na-
turais tentou-se um outro modo de deli-
mitar sua atuagao: a de alegar que o pa-
pel da negacao é o de gerar o equivalente
a afirmacdo da falsidadﬁ - este modo de
uso esta registrado em textos cldssicos como
o Principia Mathematica (Russell e Whi-
tehead, 1910) e o Introduction To Logical
Theory (Strawson, 1952), entre outros. Nos
dias de hoje, essa alegacao nao é consi-
derada adequada. Confundir (igualar) o
uso do operador negacdo (regra sintdtica)
com a afirmagdo da ndo veracidade (regra
semantica).

H& propostas atuais que redefinem a
negacao em sistemas légicos (em geral, em
dois tipos: uma forma forte e outra fraca
- p.ex. em [Costa, 1963], [Jaskowski, 1969,
[Reyes et al., 1994]), para que ela (ou elas)
se aproxime(m) do modo como ocorre(m)
nas linguagens naturais, no entanto a forma
padrao dos sistemas em uso é o da negagao
como ela ocorre em CPPO, muito distinta
da negagao utilizada nas linguagens do dia-
a-dia.
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A seguir, Subsecao [£.1.5] apresentamos
o papel da condicional em sistemas logicos,
com isso completamos o quadro basico.
Mostramos o quadrado das oposicoes de
Aristételes, Figura[2] que fornece uma idéia
de como condicional e negacao estao liga-
das.

4.1.5 Ocorréncias da Condicional

Tanto a légica usual quanto a de Peirce uti-
lizaram os silogismos aristotélicos como ob-
jetos de estudo, desse modo, é a partir desse
ponto comum que iniciamos esta secao.

O silogismo hipotético pode ser visto
como uma forma de inferir uma proposicao
condicional da forma se p, entdo 1 das pro-
posicoes condicionais se ¢, entdo ¢ e se g,
entao 1 dadas como premissas. Esquema-

se @, entao
se s, entao Y
se @, entao P

Um silogismo pode conter quatro tipos
de proposicoes: A (universal afirmativa -
esquema SaP -, exemplo: "todo S é P”); E
(universal negativa - esquema SeP -, exem-
plo: "nenhum S é P”); 1 (particular afirma-
tiva - esquema SiP -, exemplo: "algum S é
P7); o (particular negativa - esquema SoP
-, exemplo: “algum S ndo é P”). Os no-
mes dos esquemas A, I, E e O sa0 as vogais
das palavras latinas Affimo e nEgo, surgi-
ram durante a idade média juntamente com
palavras mnemonicas para a memorizacao
das vérias figuras dos modos de silogismos.

ticamente:

O quadrado das oposi¢coes, Figura
- originalmente formulada por Apuleio
-, fornece uma idéia de como negacao e
condicional atuam juntas. No quadrado, o
uso dos termos contrdrias e contraditorias
ocorre por deficiéncia da légica aristotélica,
incapaz de explicar convenientemente o
caso da negagao de proposi¢oes do tipo A.
Tomemos a proposicao "todos os homens
sao mortais”. Intuitivamente, segundo a
visdo aristotélica, a negacao (feita de modo
ingénuo) desta afirmacdo é "nenhuns ho-
mens sao mortais”. Aristételes, no entanto,
entendeu que tal negacao nao é a negacao
completa da proposicao original. Por conta
disso, chamou as duas proposicoes (a origi-
nal e sua suposta negagdo) de contrdrias,
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mas nao de contraditorias. A mnegagao
completa da proposig¢ao original é ”alguns
homens nao sdo mortais”, para Aristoteles
esta é a proposi¢ao contraditéria a original.
Desse modo, proposicoes contrarias nao
podem ser ambas verdadeiras, mas podem
ser ambas falsas e as proposigoes contra-
ditérias nao podem ser ambas verdadeiras,
nem falsas (exceto para universais vazios).
Ainda, as subcontrdrias (vide Figura [2))
nao podem ser ambas falsas, mas podem
ser ambas verdadeiras.

TodoSeP

SaP

Nenhum SeP

SeP

Contrarias

Subalternas Contraditorias Subalternas

SiP

Alguns § sao P

Subconirarias

SoP

Alguns § nao sao P

D)

Figura 2: Quadrado das oposigoes.

A légica aristotélica explica semanti-
camente o motivo de ”"alguns homens nao
sao mortais” ser a a negacao completa de
”todos os homens sao mortais”, mas nao
apresenta uma explicagdo sintatica. Ve-
jamos como isso se procede: note-se que
somente a proposicao "alguns homens nao
sao mortais” nega simultaneamente a qua-
lidade (substitui a afirmativa original por
uma negativa) e a quantidade (substitui
"todos” por ”alguns”) da proposigao ori-
ginal. A proposi¢do "nenhuns homens sao
mortais” nega apenas a qualidade, nao a
quantidade (ndo substitui "todos” por ”al-
guns”). Esse tipo de explicagdo nao escla-
rece o fenémeno sintatico do operador de
negagao.

Por outro lado, a légica classica per-
mite explicar tal fendmeno sintaticamente.
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Definido um universo de coisas onde po-
demos destacar coisas que sdo homens e
coisas que $ao mortais, escrevemos a pro-
posicao ”"todos os homens sao mortais”
como: Vz(H(x) — M(x)), com H(x) de-
notando z € homem e M (x) denotando z €
mortal. Desse, como o escopo do operador
negacao quando aplicado a uma proposigao
é toda a proposicao temos que a negacao de
Va(H(z) = M(x)) é ~(Vx(H(z) = M(z)))
ou seja dr—(H(x) — M(x)) que pode
ser escrito como: Jz(H(x) A ~M(x)) cuja
traducao é ”alguns homens nao sao mor-
tais”.

Além de mostrar como a negacio
atua nas proposigoes, o quadrado de
oposicao revela os modos de silogismos
que se referem aos esquemas validos de

inferéncia. A forma bésica de um si-
premissa maior

premissa menor
conclusdo ’

todo homem é mortal

Sécrates é homem
5% . . O termo que se
6crates é mortal

repete na premissa maior e menor é cha-
mado de termo médio, os outros sao ter-
mos extremos. Dados S e P como termos
extremos e M como termo médio, temos
as seguintes quatro combinagoes possiveis:

M-P P-M M-P P-M

S - M S - M M-S M-S

s-p > s-p » s-p © s-p
chamadas de figuras 1, 2, 3 e 4; respectiva-
mente.

logismo é: ex.,

Combinando os quatro tipos de pro-
posicoes com cada uma das figuras teriamos
64 formas de silogismos, no entanto, nem
todas seriam formas vélidas. De fato, ape-
nas 19 combinagoes geram formas validas,
damos aqui dois exemplos de formas de
silogismos vélidas: AAA-1 (todas as pro-
posicoes ocorrem na figura 1 e todas sdo do
tipo A) cujo mnemoénico é Barbara e EI0-1
(as proposigoes ocorrem na figura 1 e sdo
do tipo E na premissa maior, I na premissa
menor e O na conclusdo) cujo mneménico é
Ferio.

Podemos avaliar a validade do silo-
gismo em Barbara em termos conjuntistas
(em ZFC - que é a linguagem que adotamos
em nossa metateoria), fazemos isso esque-
maticamente (via diagramas de Venn):
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A partir das premissas
7todo S é M”e "todo M
é P”podemos eliminar
0s Ss que nao sao Ps.

Figura 3: Silogismo em Barbara - Passo 1.

E, novamente apli-
cando a  premissa
"todo M é P”, entao
podemos eliminar os
Ms que nao sao Ps.

Restaram trés sub-
conjuntos Rj, Ry e
R3, porém como as
premissas mnao infor-

mam sobre os Ps que
nao sao Ss (Ry U R3)
ou Ms (R3), devemos
ignorar tais conjuntos.
Restando apenas o
conjunto dos Ss que
sao Ms e também Ps
(Ry). Portanto, segue
a conclusao: "todo S é
P”.

Figura 4: Silogismo em Barbara - Passo 2.

Na Segdo [6] damos exemplos do tentativas
de sistematizar o raciocinio diagramatico.

A forma Barbara é a figura central
dos modos silogiticos tanto para a légica
classica quanto para a peirceana. Peirce,
a partir de wvariantes de Barbara, monta
0s esquemas para a abducdo e ratifica suas
idéias sobre a indugdo. Para Peirce, Bar-
bara é a forma representativa da dedugao.
No entanto, nem tudo se reduz a dedugao,
como proceder com as outras formas de ar-
gumentagao? Por exemplo, argumentos ba-
seados em casos (amostras)?

Tomemos a forma Barbara: de ”todo
M é P” e "todo S é M” tem-se que ”todo
S é P”, com M proposigao que diz sobre
ser uma bola - numa populacdo de bolas
- numa dada urna. Considere P a pro-
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posicao que diz sobre ser uma bola vermelha
- na mesma populacdo de bolas - na mesma
urna e, finalmente, P a proposicao sobre ser
uma bola de wma amostra randomica da po-
pulacdo de bolas, da urna original. O silo-
gismo em Barbara toma a seguinte forma:
”todas as bolas da urna sao vermelhas”,
”todas as bolas desta particular amostra
randomica pertencem a urna”’, portanto,
”todas as bolas desta particular amostra
randomica sao vermelhas”. Para Peirce, a
premissa maior faz o papel de uma regra,
a premissa menor o de caso particular e
a conclusao o de resultado do argumento.
Um argumento, que neste caso, é, digamos,
parte de uma dedugao, [Burch, 2010} Segao
3].

Efetuando uma troca entre a conclusao
(resultado) e premissa maior (regra), te-
mos a forma ndo vélida AAA-3 (Barbara
na figura 3). Aplicando o argumento ba-
seado em amostra obtemos: ”todas as bo-
las desta particular amostra randomica sao
vermelhas”, ”todas as bolas desta particu-
lar amostra randémica pertencem a urna”,
portanto ”"todas as bolas da urna sao ver-
melhas”. Este tipo de argumento - base-
ado em amostra de uma dada populagao
- é o que Peirce entende ser o cerne dos
argumentos indutivos, [Burch, 2010, Segao
3]. Apesar de ser um tipo de inferéncia
nao necessaria, pois mesmo que as premis-
sas sejam verdadeiras a conclusao pode ser
falsa (j4 que AAA-3 é forma invdlida); ela
(se for, digamos, uma inferéncia indutiva
conﬁdve@ nos fornece uma boa razao para
aceitar a conclusao como verdadeira.

Uma outra situagao ocorre se trocar-
mos conclusdo (resultado) e premissa me-
nor (caso), temos a forma nao valida AAA-2
(Barbara na figura 2), isto é, temos o es-
quema: de "todo M é P” (regra) e ”todo
S é P” (resultado) tem-se que “todo S é
M” (caso). Retomando o exemplo das bo-
las temos: ”todas as bolas da urna sao
vermelhas”, ”todas as bolas desta parti-
cular amostra randoémica sao vermelhas”,
portanto ”todas as bolas desta particu-
lar amostra randomica pertencem a urna”.
Note-se que esta forma nao é propriamente
um argumento baseado em amostra, sua
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forma estd mais préxima a de uma conjec-
tura. Peirce chamou e esta forma de argu-
mento abdutivo, [Burch, 2010} Secao 3.

Na Secao [5, apresentamos os sitemas
classicos que fazem uso da negagao e con-
dicional conforme a leitura cléssica do ex-
posto na Figura 2] Na Secao [0} apresenta-
mos sistemas légicos nao cldssicos em que
a negagao e/ou condicional ou ndo atuam
de forma classica, ou se atuam diferem dos
classicos em outros aspectos. A Lei de
Peirce seré revisitada no ambito do sistema
intuicionista.

5 Sistemas Classicos

Nesta secao internalizamos os elementos
apresentados nas secOes anteriores como
objetos efetivamente formalizados.

Apresentamos o Sistema Proposicional
Cléssico (ou Célculo Proposicional Cléssico
- CPC) e sua extensao o Sistema de Predica-
dos de Primeira Ordem (ou Célculo de Pre-
dicados de Primeira Ordem cPPO). Nesses
dois sistemas negacao e condicional atuam
de acordo como o entendimento classico do
comportamento delineado na Figura

Qualquer légica (seja como discplina
ou sistema) envolve a fixagao de familia
de linguagens, sem as quais ela nao pode-
ria expressar seus conceitos, suas regras,
que sdo, no fundo, cénones lingiiisticos.
Desse modo, qualquer légica possui, pelo
menos, duas dimensoes: a sintdtica e a
semantica, [Costa, 1997]. Nas préximas
sebsecoes apresentamos CPC e CPPO atraves
de suas respectivas dimensoes: sintatica e
semantica.

5.1 O Sistema Proposicional

Seguindo os conceitos apresentados nas
segOes anteriores, definimos o conjunto ¢ de
proposicoes primitivas referente a um certo
dominio. As proposi¢oes primitivas tratam
dos objetos de um dado universo, ® contém
proposicoes sobre aquilo que o observador
(do mundo real) deseja tratar por meio da
légica.

A construgao de CPC serve de base para
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fixar a notagao, nomenclatura e termos co-
muns a todos os outros sistemas, incluindo
os de Peirce.

5.1.1 Sintatica de CPC

Construimos o céalculo proposicional
classico sobre ® definindo a parte sintatica
como segue: ¢ é um conjunto enumerdvel
de simbolos proposicionais p, pg, p1, P2, - - -
q, 9o, -, T, ...; adicionamos os conectivos
— e —; e os simbolos auxiliares: parénteses
a esquerda e a direita.

Uma formula atémica é um elemento
de ®. CPC(®) é o menor conjunto con-
tendo todas as atomicas e tal que se ¢ e
1 sdo elementos de CPC(®), entdo (—¢p)
e (p — ) também o sdo. Chamamos
de formula as expressoes em CPC(®), as
Unicas expressoes que nos interessam sao as

férmulas de CPC.

As formas de manipulagao das férmulas
seguem esquemas de axiomas e uma unica
regra condicional. Para quaisquer féormulas
@, P e x temos os seguintes esquemas de
aziomas em CPC: A;: ¢ — (Y — p); Aa:
(o= (b= x) = ((p = ¥) = (¢ = X))
Ag: () = =) = (0 = 9).

A regra modus ponens (MP) é dada

por: se ¢ e ¢ — 1, entdao Y, para
¢ e 1 em CPC(®). Esquematicamente:
(R )

5 .

Uma substitui¢do 7 é uma funcao que
associa a cada elemento de ® uma férmula
em CPC(®). Escrevemos 7[yp] para indicar
o resultado da substituicao de cada pro-
posicao primitiva p; que ocorre na férmula
@ por 7(p;). Note que se 7 é uma substi-
tuigdo e F ¢, entdo F 7[p].

Ha um processo, que chamamos prova,
pelo qual podemos obter férmulas de um
determinado tipo em CPC. Uma prova em
CPC é uma seqiiéncia finita de férmulas de
Y1, - - -, Pm tal que para cada j, 1 < j < m:

e ; ¢ um axioma de CPC ou

e (; é obtido por modus ponens a partir
de férmulas anteriores.

Se 1, Y2, ..., ©m é uma prova em CPC e
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Pm = @, entao @1, Y2, ..., Py € UMa prova

de ¢ em CPC.

Um teorema de CPC é uma férmula ¢
em CPC tal que existe uma prova para ¢
em CPC. Se ¢ é um teorema de CPC de-
notamos este fato por Fcpc ¢, € quando nao
houver problemas de ambigiiidade escreve-
mos F .

Colocamos aqui, sem demonstracao, al-
guns teoremas (de fato, esquemas de teore-
mas) em CPC:

® PI: ¢ — ¢;

e PNC: —(p A —p);

® PTE: ¢V —p

e PDN: ——p — ¢ e sua reciproca;

e as Leis de De Morgan: —(o A ¢) —
(mp V ) e sua reciproca;

e a Lei de Peirce: ((p — 1) — @) = ¢;

e a Lei de Scotus: (o A —p) — 1.

Nao examinaremos esses teoremas, cada
um deles tem um efeitos interessante (na
metateoria) sobre a negagdo, a condicio-
nal e os principios béasicos. Por exem-
plo, PNC e PTE expressam, por definigao,
nogoes distintas, porém pela lei de De Mor-
gam estes principios se confundem em CPC.
Uma relagdo menos ébvia (tecnicamente)
é a da lei de Peirce com o PTE, apesar
da negacgao nao constar explicitamente na
lei de Peirce. Neste texto, utilizamos es-
ses teoremas classicos como indicadores de
ocorréncias ou nao de certas de proprie-
dades associadas a negacao, condicional e
principios béasicos nos diferentes sistemas
logicos apresentados na seqiiéncia.

5.1.2 Semantica de CPC

A semantica para os elementos sintaticos de
CPC estabelece-se com base no conceito de
verdade de Tarski, regido pelos principios
PI, PNC, PTE e PDN estabelecido na meta-
teoria, via nocao de interpretacao. Cada
um desses principios internalizado em CPC
¢ uma tautologia de CPC: PI: ¢ — ; PNC:
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=(¢ A —¢); PTE: ¢ V = e PDN: - — ¢
(e sua reciproca).

Na pratica, quando nos referimos a
verdade jd temos implicitamente uma in-
terpretagao (um significado) pré-fixada que
correlaciona elementos de ® a T (verada-
deiro) ou L (ndo verdadeiro). Desse modo,
a verdade de uma proposi¢ao ¢, de uma
linguagem, é fungao de como se interpreta
esta linguagem (no como elaboramos a sua
semantica).

Na construgao de sistemas légicos cada
um dos elementos sintaticos, inclusive as re-
gras, tem pré-estabelecido um significado,
que deve estar de acordo com a mnogao
de verdade de Tarski. Essa correlagao
possibilita definir a nocao de consegiiéncia
semdantica (=) que permite tratar os concei-
tos de verdade e validade. Um dos objetivos
da construgao de um célculo como CPC é
obter uma descri¢do sintatica de | cons-
truindo um sistema cuja teoria da prova
tenha bem definida a relagao consegiiéncia
sintdtica () e tal que suas propriedades
operacionais espelham as de .

Um sistema logico assim construido
é uma linguagem artificial que utilizamos
para falar sobre as coisas, delineada por
principios (PI), PNC, PTE e PDN) pré-
estabelecido na metateoria e atrelada a uma
nogado de verdade (no caso a de Tarski).
Esta nocdo de verdade admite oposto (ou
o contrdrio), adequada a sistematizacoes
que consideram o uso de negagdo (e pos-
sivelmente outros conectivos lingiifsticos)
como recurso para comunicacao. O pro-
cedimento usual para efetivar tais lingua-
gens artificiais, sistemas légicos, como for-
mas de comunicagao para tratar inferéncias
validas é o de incorporar a parte sintatica os
chamados conectivos de formacgdo de frases
vemfuncionai@ ou ndo verofuncionas
[Newton-Smith, 1985].

Mais precisamente, a seméantica das
férmulas em CPC(®) toma como base uma
fungao de valoragio v de ® em {T,L}. A
funcdo v pode ser ampliada para qualquer
féormula de CPC(®), pois os conectivos de
formagao de frases sao verofuncionais, isto
é, basta aplicar em v o critério da com-
posicionalidade. Por exemplo, a semantica
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de (¢ — ) depende unicamente da
semantica atribuidas a ¢ e 1. Dessa forma,
podemos tratar em CPC os conceitos de ver-
dade, validade e consegiiéncia ldgica.

Eis uma das conseqiiéncias de assumir-
mos a negagacao e a condicional em CPC
sob a nocao de verdade de Tarski regidos
pelo PNC, PTE e PDN: a interdefinibili-
dade da conjuncao (A) e disjuncao (V), isto
é, ambos sao definidos como abreviagoes
a partir de = e —. Para quaisquer ¢ e
Y € CPC(D), ¢ V1) e p A1) sdo abreviagdes
de = — 1 e =(¢ — —), respectivamente.

Note-se que, se Ig é 0 conjunto de todas
as valoracoes de @, I um elemento de I e
¢ uma férmula de CPC, dizemos que ¢ ¢é
verdadeiro sob uma valoragao Ise I(p) =T
e denotamos por I E ¢. Uma férmula ¢
é vdlida na classe Ip se 1 = ¢ para todo T
em I, e a denotamos por Is = . Desse
modo, podemos dizer que CPC possui dois
niveis de verdade: o de verdade a partir de
uma valoragdao e o de validade logica - que
no caso de CPC, corresponde a tautologias.

As regras fundamentais na andlise en-
tre - e |= s@o as que preservam a verdade
ou as que preservam a validade. Grosso
modo, nas regras que preservam a verdade
estd fixada uma interpretacao e nas preser-
vam a validade nada estd fixado (tratam
de todas as interpretacoes possiveis). Mais
precisamente, dada v expressao obtida pela
aplicagao de uma regra a partir de ¢, temos
que:

e regras que preservam a verdade sao
tais que para toda substituicao 7 a ve-
racidade de 7[p] leva a veracidade de
T[], isto é, para toda interpretacao I
de um conjunto especifico I (I C Ig)
e para todas as substituicoes 7, se I |

T[], entdo I = 7[¢].

e regras que preservam a validade sao
tais que para todo conjunto I de Iy
e para toda substituicao 7 a validade
de 7[p] implica na validade de T[],
isto é, para qualquer substituicao 7 se

I = 7[y], entdo I = T[¢)].

Uma regra que preserva a verdade é
MP. Podemos entender MP em CPC nao
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como a forma de wma inferéncia, mas como
um método explicito de enumerar as ver-
dades de CPC. De fato, qualquer regra em
um sistema S (formulada em sua meta-
linguagem) que assegure que se as premissas
sdo teoremas de S, entdo a conclusdo (ob-
tida pela aplicacdo dessa regra) também é
teorema de S, é chamada de regra de in-
feréncia em S. Em CPC, regras que pre-
servam validade preservam a verdade, isto
é, as relagoes geram o mesmo conjunto de
férmulas, portanto os dois tipos de relacoes
s@o idénticos (estamos usando aqui as pro-
priedades conjuntistas da metateoria).

Eis outra conseqiiéncia da negagao
e condicional como assumidos em CPC:
vale o esquema da Reduc¢do ao Absurdo
que diz que: para provarmos uma pro-
posicao , é suficiente mostrarmos que
a sua negagao, —, conduz a duas pro-
posicoes contraditérias, ¥ e —p. Como
os principios bésicos (em conjunto) nao
permitem que nenhuma proposicao verda-
deira pode implicar duas proposicoes con-
traditorias, a negagao de ¢ é nao verddeira.
Portanto, ¢ é verdadeira. Esquematica-
o = wa oY = _‘w

% .

mente:

Visto por fora, um sistema assim cons-
truido, como CPC, deve possuir propri-
edades que, digamos, sao desejaveis por
quem o projetou. Por exemplo, em CPC
justifica-se a préatica usual de se obter
dedugoes, isto é, de manipular condicionais:
a — (3 - assumindo-se a podemos obter f5.
Mais precisamente: sejam I' um conjunto
de férmulas, a e [ férmulas quaisquer.
Entao,se I', a F 3, tem-se que I' F a — (.
Com isso, devemos verificar como se as-
sociam os efeitos da manipulagao sintatica
(conseqiiéncia sintdtica) como a semantica
(conseqiiéncia l6gica), isto é, temos os me-
tateoremas da correcdo e completeza. A
correcao diz que todo teorema de CPC é
uma tautologia, ou seja, se F «a, entdo = a.
A completeza diz que toda tautologia é um
teorema de CPC, isto é, todas as deducoes
corretas que podem Sser erpressas no Sis-
tema podem de fato ser feitas utilizando
uma combinacdo das regras de inferéncia
fornecidas, ou ainda, se = «, entdo - a.

Como conseqiiéncia dos metateoremas
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temos a consisténcia de CPC. Lembrando
que: um sistema cuja linguagem contenha
um simbolo de negacao (—) é consistente se
nao houver férmula « tal que a e —« sejam
ambas teoremas em tal sistema. Ou seja,
no caso de CPC, tem-se para cada férmula
a, que epe a ou not Fepe —a. Caso isso
nao ocorra, o sistema é dito ser inconsis-
tente. Nessas condigoes, podemos afirmar
que CPC é consistente, isto é, nenhuma
dedugao incorrecta pode ser feita a partir
das regras de inferéncia.

CPC é decidivel, isto é, para qualquer
formula ¢ de CPC existe um processo cons-
trutivo (executdvel num nidmero finito de
passos), para determinar se existe uma de-
monstra¢ao de o em CPC. Note-se, o teo-
rema nao fornece pista alguma sobre a de-
monstragao de ¢, s6 diz que ela existe.

Esse roteiro de produgao do CPC é se-
guido nos outros sistemas, nao vamos re-
petir o processo em cada um deles, apenas
apontar as diferencas, alguns na metateoria
outros de natureza interna aos sistemas.

5.2 O Sistema de Predicados

Seguindo o mesmo esquema de CPC apre-
sentamos o CPPO. Na linguagem de CPPO
podemos exprimir de forma rigorosa a te-
oria aristotélica da inferéncia, podemos
traduzir as proposicoes declarativas ca-
tegdricas aristotélicas em sintaxe CPPO e
interpretd-las em modelos adequados. A
seguir expomos a sintaxe e a seméantica de
CPPO.

5.2.1 Sintatica de CPPO

A parte sintédtica do sistema CPPO é uma
extensdo do sistema CPC. Os elementos
sintaticos de LFO s@o definidos como se-
gue: um conjunto enumeravel de simbolos
de varidveis (z, 1, T2, -, Y, Y1, Y2, - -);
um conjunto enumeravel (possivelmente va-
zio) de simbolos de constantes (a, aj, as,
..., b, b1, by, ...); um conjunto enumeravel
(possivelmente vazio) de simbolos de predi-
1 p2 p3 1 p2 .
cados (P, P}, Pf, Py, ..., Py, P3,...); um
conjunto enumerdvel (possivelmente vazio)
. s 1 £2 43
de simbolos de funcao (f, fi, ff, fis -
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1 £2 12 -
f27 f27 -+ 95 915 971> )7 SlmbOIOS para
os conectivos: =, A, V e —; simbolos de

quantificacdo: V (quantificador universal) e
3 quantificador existencial; e simbolos de
auxiliares de pontuagao (, ), ,.

Em CPPO, um termo é uma expressao
que pode ser entendidas como se referindo
a objetos (coisas - sobre as quais fazemos
afirmacoes), Mais precisamente, um termo
em CPPO é definido como segue: varidveis e
constantes sao termos; se f* é um simbolo
de funcao e t1, ..., t, sdo termos, entao
fl(t1,...,ty) é um termo; o conjunto de
todos os termos é gerado pelos itens ante-
riores.

A partir da nocao de termo, podemos
definir o conceito de formula atomica de
CPPO como segue: se Pf é um simbolo
de predicado e t1, ..., t; sdo termos em
CPPO, entdo PF(t1,...,t) é uma férmula
atomica de CPPO. As férmulas atomicas
sao expressoes que podem ser entendidas
como as afirmagoes basicas, por exemplo,
afirmagoes sobre certas propriedades de cer-
tos objetos. Uma férmula em CPPO é de-
finida como segue: toda férmula atomica
é uma férmula em CPPO; se a e f sdo
férmulas em LFO, entdo (—a), (a A f),
(aVP), (a = B), Vz;)a e (3x;)a, com
x; varidavel qualquer, sdo férmulas; o con-
junto de todas as férmulas é gerado pelos
itens anteriores.

Assim como em CPC, temos a inter-
definibilidade: (3x;)a é uma abreviagao
para (—Vx;)(—a), com x; varidvel qualquer.
Note-se que na definicao do quantificador 3
estd implicito o escopo da negacdo. A in-
terdefinibilidade da conjuncao e disjungao
em CPC.

Continuam valendo todas as tautolo-
gias e regras caracterizadas em CPC, mu-
tatis mutandis, e incluimos a regra de ge-
neralizagao (RG) dada esquematicamente
por: %i%, para ¢ férmula de CPPO e x;
é qualquer varidvel. As defini¢oes de prova,
teorema sdo como em CPPO.

5.2.2 Semantica de CPPO

A construgdo de uma seméantica para os ele-
mentos sintaticos de CPPO ocorre como em
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CPC, a partir da nocao de interpretacao.
Porém, as nocoes de verdade necessitam
ser redefinidas, isto é feito a partir de
um terceiro conceito que nao ocorre em
CPC: a satisfacao (aqui entra a necessi-
dade de uma estrutura). Analogamente &
CPC, os principios basicos estao internali-
zados em CPPO e sdo todas tautologias de
CPPO: pI: Va(z = z); PNC: Va—(P(x) A
—P(x)); PTE: Vz(P(z)V —P(z)); e PDN:
Va(—-—P(x) — P(x)) (e sua reciproca); nos
atimos trés casos P é uma constante para
predicados monédica, ou entdo P(z) é uma
férmula qualquer tendo x como variavel li-
vre (podendo conter eventualmente outros
pardmetros). E, todas as tautologias em
CPC s&o tautologias em CPPO.

Vejamos como entendemos tais dife-
rengas. Suponha que p;(z) equivale a di-
zer que "z € branco”. A instanciacao de x
por uma constante a nos fornece uma pro-
posigao pi(a) que em CPC pode ser clas-
sificada como sendo verdadeira ou nao. E,
como vimo, o valor-verdade correspondente
depende da constante a que se estabelece
por métodos extra-légicos.

Desse modo, para dizer se a proposi¢ao
p1(a) é verdadeira ou néo, no caso de qual-
quer sistema do tipo CPPO, nao podemos
simplesmente associar uma interpreta¢ao
ao predicado e um objeto a constante. Parte
do problema estda em saber como o predi-
cado esta associado ao objeto ou em saber
com quais objetos esta associado. O con-
junto dos objetos eleitos por tal associagao
é dito ser o dominio da interpretacao.

Considere a seguinte situacdo: tome
como dominio o conjunto dos humanos, e o
predicado ps(zy) como sendo "z ama y” e
sejam b e c as constantes denotando ""Beto”
e "Carla”, entdo p2(bc) significa "Beto ama
Carla”. Veja que a ordem dos argumentos
pode alterar o valor do predicado, isto é
pa2(bc) e pa(cb) podem ndo ter o mesmo
valor-verdade. Logo, nao é o conjunto dos
objetos (associados ao predicado) que de-
termina o valor-verdade, mas a seqiiéncia
em que ela estd associada ao predicado. Di-
zemos entdao que pa(xy) é satisfativel pela
seqliéncia bc, mas pode nao o ser por cb.
Como pode nao valer para toda seqiiéncia
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nao é nem uma verdade, nem algo logica-
mente vélido.

Agora, considere ps(zyz) como sendo
"z, y e z sao mortais”, desde que todos os
humanos sao mortais o predicado é satis-
feito para qualquer seqiiéncia do dominio.
E ps(zyz) é verdadeira, pois existe de uma
interpretagao na qual o predicado é satis-
feito para qualquer seqiiéncia sob a inter-
pretagao fixada, mas p3(xyz) nao é logica-
mente valida.

Por fim, tomemos o predicado
p3(zyz) — ps(xyz). Esta expressao é lo-
gicamente vdlida, pois é verdadeira nao s6
para a seqiiéncia de todos os humanos mas
para qualquer seqiiéncia de quaisquer obje-
tos em qualquer dominio.

Resumindo, uma férmula ¢ é satis-
fativel se e somente se existe uma inter-
pretacao na qual hd uma seqiiéncia de ob-
jetos no dominio tal que ¢ se verifica.
Uma férmula ¢ é verdadeira por alguma
interpretagao se e somente se para toda
seqiiéncia de objetos no dominio da inter-
pretagao ¢ é satisfeita. E, ¢ é vdlida (ou é
uma tautologia) se é verdadeira para toda
interpretagao. Desse modo, a regra de ge-
neralizacdo universal é exemplo de "regras
de inferéncia” em que as verdades (como
$80) nao sdo preservadas, porém preserva a
validade.

Finalmente, sem entrar em maiores de-
talhes, valem para CPPO os metateoremas
da correcdo, completeza e consisténcia. A
decidibilidade, que vale para CPC, nao vale
para CPPO. Note-se que embora existam
processos de decisao para uma série de ca-
sos especiais de CPPO, nao existe um pro-
cesso geral de decisao para todo o calculo de
predicados de primeira ordem. Isto é, nao
existe um processo construtivo para deter-
minar, para qualquer férmula ¢ de CPPO,
se existe uma demonstragao de ¢ em CPPO.

A expressividade de CPC estd res-
trita a afirmagoes que podem ser verda-
deiras ou nao (ou que tomam algum va-
lor numa algebra, como a de Boole). Isto
é, CPC nao da conta de tratar a maior
parte dos objetos matematicos, se conis-
deramos como universo de discurso as es-

truturas matematicas, tais como o con-
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junto dos niimeros naturais, nimeros reais,
ntmeros complexos, etc. Para tratar desses
objetos matemaéticos fazemos uso da lingua-
gem de CPPO.

Por outro lado, CPPO nao deve ser en-
carado como se fosse apenas um sistema
para escrever e verificar mecanicamente de-
monstracoes formais de um dominio parti-
cular da matematica. CPPO pode ser in-
terpretada numa classe bastante geral de
estruturas matematicas, e a teoria de tais
estruturas é uma espécie de teoria algébrica
generalizada, que se aplica igualmente bem
a grupos, anéis, campos e muitas outras es-
truturas familiares, [Kaye, 2007, Pdg. 116].

Tratamos os outros sitemas com menos
detalhes, uma vez que a base de construgao
é similar aos sistemas CPC e CPPO.

6 Sistemas Nao-Classicos

Podemos identificar (néo se trata de uma
definigdo) um sistema légico como néo
classico se satisfaz pelo menos uma das
condigbes a seguir ([Costa, 1997]): (i) a
linguagem utilizada difere basicamente dos
sistemas classicos, especialmente pela sua
interpretagao semantica - por exemplo: o
sistema modal com a seméantica de Kripke e
o sistema triddico de Peirce; (i¢) alguns dos
principios da légica tradicional (p. ez, PI,
PTE, PNC e PDN) nao valem - por exemplo:
no sistema intuicionista PTE nao é tautolo-
gia e qualquer sistema que considere subja-
cente os principios citados sob a dptica de
Peirce. Nesta secao apresentamos alguns
sistemas 16gicos nao classicos.

Nesta secao apresentamos alguns siste-
mas que nao adotam a negacao e/ou a con-
dicional conforme entendimento classico.
Inciamos com os sistemas intuicionistas e
a partir deles construimos um dos siste-
mas paraconsistentes, prosseguimos como
os multivalorados e o triddico de Peirce,
passamos para os sistemas modais e fina-
lizamos com os sistemas dos grafos existen-
ciais de Peirce.

Nao nos aprofundamos em cada um dos
sistemas, apenas apresentamos sua estru-
tura inicial para exibir as diferentes formas
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de atuagao da negacao e condicional sob a
regéncias dos principios bésicos estabeleci-
dos nas respectivas metateorias.

Sistemas Intuicionistas

A suposicdao intuicionista para a ver-
dade de uma proposicao é baseada em pro-
vas construtivaﬁ para a dada proposicao.
A proposicao ¢ serd verdadeira (no sentido
intuicionista) se houver uma prova constru-
tival para ¢ e serd falsa (no sentido intui-
cionista) se houver uma prova construtiva
para —¢ (isto é, - é verdadeira no sentido
intuicionista). Um condicional ¢ — 1 é
verdadeiro (intuicionisticamente) se temos
um método construtivo tal que, de uma
prova construtiva para ¢, podemos obter
uma prova construtiva para 1. Note-se
que estes conectivos néo sao verofuncionais
(logo, ndo existem tabelas-verdade), desse
modo nao ocorre a interdefinibilidade de co-
nectivos ou quantificadores como em cpc e
cppo, respectivamente. Isto é, os conectivos
de conjuncao e disjuncao necessitam ser de-
finidos da mesma forma que a negacao e a
condicional.

A veracidade (intuicionista) da con-
junc¢ao de duas proposicoes é dada em ter-
mos de suas componentes, isto é, @ A1 é
verdadeira se, e somente se, hd uma prova
construtiva para ambas ¢ e ¥; a conjungao
sera falsa se houver uma prova construtiva
para —p ou —) . Analogamente, para a
conjuncao temos que @V é verdadeira se, e
somente se, h4 uma prova construtiva para
@ ou ¢ (ou para ambas); sera falsa se hou-
ver uma prova construtiva para ambas —p
e .

A 16gica intuicionista (como disciplina)
em oposi¢do a cldssica rejeitam o PTE
- que estd intimamente relacionado com
o principio da bivaléncia (PB: que diz
que uma proposi¢cdo so tem dois wvalores
possiveis: ou € verdadeira ou nao - € as pro-
vas nao construtivas, como as reducoes ao
absurdo.

Os sistemas intuicionistas tém como
primitivos os conectivos -, —, A e V, como
definidos anteriormente, e modus ponens
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como Unica regra de inferéncia. Como to-
dos os conectivos sdo primitivo (nio sao
interdefeniveis), devemos inserir para cada
um deles um grupo de axioma correspon-
dente. Nessas condigoes, o primeiro sistema
que apresentamos é proposicional implica-
tivo intuicionista que é composto pelos dois
seguintes esquemas de axiomas (relaciona-
dos ao condicional ): I) ¢ = (¥ — @) e
) (¢ = ¥) = ((p = (¥ = 9) = (¢ =
S))-

Se incluirmos no sistema anterior os
esquemas de axiomas (relacionados & con-
jungao): I3) (pAY) — ¢, L) (pA) = Ye
I5) ¢ = (Y — (p A)); obtemos o sistema
proposicional implicativo conjuntivo intui-
ctonista.

Se incluirmos os esquemas de axiomas
(relacionados & disjuncao): Is) ¢ — (YVe),
Iy = (Y Ve)els) (¢ = <) = (v —
$) = ((¢p V¢) — <)); obtemos o sistema
proposicional intuicionista positivo (SPIP).
Note-se que até este momento nao ocorre
a inclusao da negacdo em nenhum dos trés
sistemas. Um fato curioso, a lei de Peirce
(((p = ¥) = ¢) = ¥) que nao exibe expli-
citamente o sinal da negagao nao é teorema
em SPIP, para a sua prova (construtiva) é
necessario ter -y — ¢ como teorema em
SPIP (0 que ndo ocorre).

O axioma seguinte é chamado de axi-
oma da negacdo ao absurdo intuicionista:
Iy) (b = ¢) = ((p = ) = —9) ge-
ramos o sistema proposicional implicativo
cldssico. Com a inclusao desse axioma ao
SPIP temos o sistema intuicionista minimal
de Kolmogorov-Johansson, conhecido como
ststema K. Nesse sistema PNC é teorema,
porém nao vale a lei de Scotus. Isto é, de
duas férmulas contraditérias nao se segue
qualquer férmula ((¢ A —¢) — ¥ - que é te-
orema em CPC), mas a negagao de qualquer
formula - (o A =) — ).

O préximo axioma é a Lei de Sco-
tus:  Ii0) (@ A —p) — ) A inclusao
desse axioma ao sistema anterior gera o
ststema intuicionista de Brower-Heyting ou
sistema BH, [Miraglia, 1987]. Dados dois
sistemas, podemos (quando possivel) tra-
duzir expressoes de um sistema em ou-

tro de modo que a propriedade (p. ez.,
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ser demonstrdvel) que a expressdo carrega
num sistema é interpretada no outro e
vice-versa. Desse modo, conforme Gli-
venko (1929), (i) se ¢ é demonstrével em
CPC, entao ——¢ é teorema em BH (isto é,
em BH podemos provar qualquer tautologia
de CPC) e (i) se —¢ é demonstrivel em
CPC, entao —p é demonstravel em em BH,
[Miraglia, 1987].

Se acrescentarmos a BH o terceiro ex-
cluido I11) ¢V —p obtemos CPC. Com isso,
temos =@ — ¢ como teorema e segue a lei
de Peirce. Essa construcao passo-a-passo, a
partir da inclusao de esquemas de axiomas,
de um sistema minimal até obtermos CPC
revela um pouco da natureza metatedrica
dos sistemas intuicionistas.

O Sistema Paraconsistente C; ‘

Podemos dizer, informalmente, que um
sistema légico é paraconsistente se, e so-
mente se, a linguagem associada for incon-
sistente e naotrivial em relagao a um opera-
dor de negagao (p.ex., —). Isto é, se existir
uma interpretagao I para a linguagem tal
que para alguma férmula ¢ da linguagem ¢
e —p sdo satisfeitas por I (inconsisténcia)
e existe formula ¥ da linguagem tal que 1
nao é satisfeita por I. Dizemos que uma in-
terpretagao Z é inconsistente se, e somente
se, satisfaz ¢ e - para alguma formula ¢
da linguagem dada. E, Z é dita ser ndo-
trivial se existe alguma formula ¢ da lin-
guagem dada tal que ¢ nao é satisfeita por
Z. Desse modo, o PNC nao é valido em sis-
temas paraconsistentes.

Assim como fizemos nos sistemas in-
tuicionistas, nao adentraremos nos mean-
dros de cada sistema aqui apresentado.
Relatamos como negagdo e condicionais
sao internalizados mediante os principios
bésicos estabelecidos e tecemos alguns co-
mentarios a respeito. Nessas condicoes,
expomos um dos sistemas paraconsis-
tentes C,, ([Costa, 1963], [Costa, 1974],
|[da Costa et al., 2007]), o C; - sistema pro-
posicional paraconsistente.

A linguagem de C; possui os conectivos
conforme definidos na construgao de spIP,
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inclusive os axiomas que caracterizam SPIP.
Note-se que SPIP é um sistema positivo (nao
hd nenhum simbolo explicito de negagao).
Definiremos a seguir os operadores que ca-
racterizam Cy: o, —=*.

de

® O: QDO :f —|(()0/\—|(p) e

o —*: = = —p A ° (negagdo forte).

O operador o trata da possibilidade
de aceitarmos ou nao o PNC, isto é, ¢°
diz que ¢ é bem comportada em relacao ao
PNC. Porém, se este nao for o caso, ou
seja, vale que ¢ A —warphi, entao ¢ nao
é bem comportada. Os axiomas que re-
gem o bom comportamento das férmulas,
no sentido do operador o, sao: ¢° A Y° —
(@AY)°A (V) Al = ¥°) e 0 = (¢ —
v) = (¥ = —¢) = —)). Ainda, se-
guindo a idéia sobre o bom comportamento
das férmulas de Cy, isto é, de esquemas que
nao vao contra a intuicdo paraconsistente
temos: ¢ A~y e 7 — @ (ou seja, ambos
sao xioma de Cy.

Com os axiomas acima e as regras de
CPC, temos que os seguinte esquemas NAO
sao metateoremas em Cj.

* o= (¢ = );
° o= (¢ = );
* YA =Y

* YN — Y,

* p—

o (p & =) = U
o (o ) =
o (o)

Vale em C; a seguinte versao da redu¢do
ao absurdo: seT, o F, T'yo =, I' F4°,
entdo I' F . E, se incluirmos —(p A =)
como axioma em Cp, entao teremos CPC.
Ainda, em Ci, os conectivos —, A, V e —*
satisfazem todos os esquemas e regras de
CPC; também em C; vale a lei de Peirce.

Novamente, essa forma de construgao
de C; mostra que é possivel obtermos CPC,
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pela inclusao de certos axiomas a Cq, assim
como foi feito com os sistemas intuicionis-
tas. Ou seja, podemos compara-las tecnica-
mente e enxergar como a negacao e condi-
cional sao afetados pelos principios bésicos.
O estudo técnico (interno aos sistemas) da
dicas sobre os conceitose estabelecidos na
metateoria.

Sistemas Multivalorados

Durante a idade média, encontramos
registros de abordagens multivalorados nos
trabalhos de Duns Scotus, William de
Ockham e Peter de Rivo. Efetivamente,
temos as construcoes de légicas trivalentes
(trivalorados) devidas a MacColl e Peirce
(final do século XIX). No entanto, os siste-
mas de légicas polivalentes, como hoje sao
conhecidos, sao devidos a Jan Lukasiewicz
(1876-1956). Foi concebido como uma ten-
tativa para investigar as proposi¢oes mo-
dais, isto é, estudar as nogoes de possibili-
dade e necessidade intimamente relaciona-
das com tais proposicoes.

As proposigdes modais investigadas por
Lukasiewicz sao proposicoes construidas
tendo como modelo uma das seguintes ex-
pressoes: € possivel que @, nao é possivel
que @, € possivel que ndo ¢ - (isto é, € con-
tingente que ) e nao € possivel que nao ¢
- (ou seja, € necessdrio que ). Lukasiewicz
toma a frase € possivel que ¢ como primi-
tiva e expressa seu significado através de
trés proposigdes modais, também conside-
radas elementares, por razoes intuitivas e
histéricas.

Para Lukasiewicz nao ¢ possivel
uma interpretacao, através das tabelas-
verdade classicas, para o operador possi-
bilidade, compativel com as trés proprie-
dades basicas por ele enunciadas. Desse
modo, ele mostra que para dar uma
possivel interpretagao da tabela-verdade
para o conectivo proposicional de possi-
bilidade, seria necessario considerar uma
semantica para o CPC na qual as pro-
posicoes pudessem admitir mais valores-
verdade que os cldssicos verdadeiro e falso
[D’Ottaviano and Feitosa, 2003].
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Para uma dada proposicao ¢,
Lukasiewicz atribuiu um valor de verdade
v(p) intermedidrio entre o valor werdade
(1) e o valor falso (0), o qual denotou
1/2.  Desse modo, Lukasiewicz introduz
seu cdlculo proposicional trivalente L3 cujo
comportamento dos operadores é descrito

nas figuras 5] e [6}

0 1 0 0
1/2 | 1/2 1/2 1
1 1 1 1

Figura 5: Tabelas dos operadores nega¢do
e possibilidade, com (M@ =,.5-p—0)-

(= [0 [vy2[1]
0 1 1 |1
172 | 172 | 1 1
1 0 |12 1

Figura 6: Tabela do operador condicional.

Neste sistema vale a interdefinibilidde, isto
é, os conectivos de disjuncao, conjuncao,
necessidade e equivaléncia podem ser defi-
nidos a partir dos anteriores.

Em CPC o PTE é tautologia, no
entanto neste sistema trivalorado ¢ V —¢
assume valor 1/2. Isto é, PTE nao vale
pois ha uma terceira possibilidade. Inte-
ressante observar que Lukasiewicz em seus
estudos, apesar de assumir a existéncia
de um terceiro valor-verdade, distinto
dos cléssicos, nao rejeitou PNC e PTE.
Entretanto, sua solucao estd relacionada
com a nega¢do do principio metaldgico da
bivaléncia. O leitor poderd encontrar maio-
res detalhes em [Tarski, 1956al pag. 38-59].

O Sistema Triadico de Peirce‘

Peirce concebe o sistema triadico
como forma de tratar proposicées que
nao eram nem verdadeiras nem nao ver-
dadeiras, ([Fisch and Turquette, 1966],
[Lane, 1999]), isto ¢é, Peirce (assim
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como FLukasiewicz) rejeitava o PB.
Os estudos de Peirce sobre sistemas
multivalorados sao anteriores as pu-

blicagoes de Lukasiewicz (1920) e Post
(1921), [Fisch and Turquette, 1966].
Como veremos, alguns dos operadores
légicos de Peirce sao exatamente como
os de Lukasiewicz e Post, apesar de
Lukasiewicz e Post terem desenvolvidos
seus estudos de forma independente,
[Fisch and Turquette, 1966].

Vejamos como Peirce estabelece a
semantica de seu sistema triddico, Peirce
define quatro conectivos mondadicos e seis
diddicos. Os monadicos sao ():

|

o

<| | |6l
| e e Slo
| <| |6
<|m=| 6.

Figura 7: Operadores monddicos de Peirce:
V = verum, L = limit e F = falsum.

O operador da primeira coluna (X)
é exatamente o operador negacao de
Lukasiewicz, os operadores X e X tem seus
iguais em Post. A seguir definimos os ope-
radores diddicos:

(OJvIL[F] [Z[V[L]F]
VIVI]V]|vV VIV|L|F
LIVI|L|L L|L|L|F
F|V|L|F F|F|F|F

Figura 8: Operadores diddicos de Peirce:
disjuncao e conjungao.

O operador O assemelha-se a disjungao
de CPC: © toma o valor médximo dentre os
valores das variaveis a que se aplica, note-
se que F < L < V. Analogamente, o opera-
dor Z assemelha-se & conjuncao de CPC: Z
toma o valor minimo dentre os valores das
variaveis a que se aplica.

O operador Y assemelha-se a disjuncao
de CPC nos casos em que os valores das
variaveis sao cldssicos, nos outros casos
assume L. Analogamente, o operador {2
assemelha-se a conjuncao de CPC nos ca-
sos em que os valores das varidveis sao
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(Y [v[L][F] [Q[V[L[F]
VIv[L]|V VIV|L]F
L|L|L|L L|[L|L|L
F|V|L|F F|F|L|F

Figura 9: Operadores diddicos de Peirce:
variantes da disjuncao e conjungao

classicos, nos outros casos assume L.

(e[v[L]F] [T]V]L[F]
VI V|v]V V[V]|V]F
L|V|L|F L|V|L|F
F|V|F|F F|F|F|F

Figura 10: Operadores diddicos de Peirce

Em uma andlise de Turquette,
[Turquette, 1972], esses operadores foram
introduzidos por motivos de completude
(e dualidade), nao fica exatamente claro
os reais papéis (se atuam ou ndo como
variantes da disjuncao e conjuncao, res-
pectivamente) desses operadores na légica
triadica.

A légica triddica é para Peirce
([Hilpinen, 2004, pag. 643]):

that logic which, though not rejec-
ting entirely the Principle of Ex-
cluded Middle, nevertheless recog-
nizes that every proposition, S is
P, is either true, or false, or else
S has a lower mode of being such
that it can neither be determina-
tely P, nor determinately not-P,
but is at the limit between P and
not P. [MS 339, 344r]

H4 vérias leituras (ndo concordantes)
para os fundamentos do sistema triddico,
sao trés variantes que surgem pela inter-
pretacao de L: como limite, como vago ou
como wvalor para tratar proposigoes modais.
Em todos os casos as divergéncias estao
em torno da leitura de confrontados com
os principios PPTE e/ou PPNC (leituras de
Peirce acerca de PTE e PNC, respectiva-
mente).

Parece que Peirce nao afirma que
PPTE nao se aplica a proposigoes
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que assumem um terceiro valor ver-
dade, ([Fisch and Turquette, 1966],
[Cane, 1999]). De fato, o sistema triddico
parece feito exatamente para acomodar
tais proposicoes amparados pela negagao
de PPTE: isto é, se PPTE nao ¢é verdadeiro
em relacio a ’S é P”, entdo 7S” faz
referéncia a um particular e 7S é P”néao é
verdadeiro nem falso. Logo, o particular
a que ”S”refere nao necessita nem carrega
o atributo representado por ”"P”. Esse
cenario estpa de acordo com o que Peirce
diz sobre proposicdes nem verdadeiras nem
falsas, isto é proposicdes que aparentemente
esperam ser acomodados a conectivos com
um terceiro valor verdade.

A seguir apresentamos uma outra forma
de lidar com proposigoes modais, alte-
rando a semantica atrelada & estrutura
lingiiistico-formal.

’ Sistemas Modais

Os sistemas modais exibem varias fa-
ces, conforme a leitura dada aos seus ope-
radores podem tratar de epistemologia (ser-
vem de ferramenta para a filosofia), de
conceitos deonticos (servem de instrumento
para o direito), de conceitos temporais
(dteis para uso em computagao), etc. Uma
dessas faces ressurge, com C. I. Lewis (1883
- 1964) que questiona o tratamento da im-
plicagdo (ou implicagdo russeliana: o condi-
cional material) que reduz toda sentenca da
forma se @, entdo 1 para a disjunc¢ao - ou
1, com o resultado paradoxal de que se um
destes disjuntos é verdadeiro, a implicagao
como um todo também é verdadeira.

Lewis conjecturou que a interpretacao
correta de se @, entao 1 é: € impossivel
que @ seja verdadeiro e v falso, empre-
gando assim essencialmente a nogao mo-
dal de possibilidade. Para axiomatizar a
nogao de implicacao em um sentido estrito,
Lewis introduziu nao um, mas cinco dife-
rentes sistemas (S1 — S5), colocando dessa
maneira a pluralidade de sistemas 16gicos
dedicados a axiomatizar a mesma nogao,
|[D’Ottaviano and Feitosa, 2003]. Uma ou-
tra variante para se evitar os paradoxos
da implicacao é de construir sistemas re-
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levantes (expomos tais sistemas mais adi-
ante). No momento, ndo tratamos espe-
cificamente dos sistemas de Lewis, apenas
expomos alguns dos sistemas modais vigen-
tes para mostrar suas estuturas linguistico-
formais.

Os operadores modais costumam ser
caracterizados como operadores de neces-
sidade e possibilidade por serem estas as
modalidades mais investigadas, os simbolos
usuais para representar tais modalidades
sdo O e @, respectivamente. Tais opera-
dores nao sao verofuncionais, pois, em ge-
ral, nao se pode determinar a semantica de
uma expressao da forma [y ou Qy, unica-
mente a partir da semantica atribuida a ¢.
Séo excegbes: se ¢ € verdadeira, entdo Qg
também € verdadeira, e se @ € falsa, entao
U também é. Logo, os operadores modais
nao podem ser caracterizados a partir dos
conectivos cldssicos e sua semantica difere
da do calculo proposicional classico.

Definimos os elementos sintaticos de
um sistema modal proposicional (LMP)
como extensdo de CPC(®). Considerando
a linguagem de CPC e o operador [J defini-
mos LMP(®) como sendo o menor conjunto
contendo CPC(®) e tal que se ¢ € LMP(®),
entdao (Op) € LMP(®).

Os esquemas de axiomas de LMP sao:
todas as tautologias de CPCe O(p — ) —
(Op — OY), para ¢, € LM(®). Além da
regra MP (adequada a LMP) temos a regra
de generalizagido modal (GM): ﬁ% Esta

regra pode ser entendida como tudo que é
derivavel de verdades mecessdrias € neces-
sariamente verdadeiro, isto é, teoremas sao
verdades necessdrias. Os conceitos de te-
orema, prova e consisténcia, em LMP, sao
introduzidos mutatis mutandis como feito
em CPC.

Em geral, adota-se a semantica
dos mundos possfveiﬂ (ou semdantica de
Kripke) para as diversas aplicagoes da
l6gica modal proposicional, por ser mais in-
tuitiva e oferecer recursos tais que qualquer
mudanca na axioméatica pode ser capturada
pelas diferentes leituras do termo mundo
possivel.

Basicamente, a seméantica atribuida aos
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elementos sintaticos de LMP deve preservar
as caracteristicas de CPC e ser adequada ao
operador (0. Entende-se que um dado fato
é necessariamente verdadeiro se, e somente
se, este fato se verifica sob qualquer inter-
pretagao. Em termos de mundo possivel di-
zemos que Uy é verdadeiro num mundo w
se, se e s6 se, ¢ é verdadeiro em todos os
mundos w’ acessiveis a partir de w. Grafi-
camente:

Figura 11: Segue-se o esquema de Tarski: ¢
descreve P e ¢ serd verdadeiro no mundo w
se, e s6 se, ¢ é verdadeiro em todas as inter-
pretacgoes possiveis, a partir de w. Ou seja, Oy
é verdadeiro em w se, se e sé se, ¢ é verdadeiro
sob qualquer interpretagao, a partir de w.

A formalizacao dessa semantica, portanto
das nocoes de satisfatibilidade e validade,
se da por meio das estruturas de Kripke.

Uma estrutura de Kripke M é uma 3-
upla (W, mw,R), com mw conjunto de to-
das as interpretacdes modais referentes aos
mundos em W e R relagoes sobre W. A
relagdo de satisfatibilidade (=), em LM, as-
socia uma férmula a uma estrutura e um
mundo do seguinte modo:

1) (Myw) = ¢ com ¢ € @ se, e sé se,
ﬂ-w(go) = T?

2) (M, w) |~ se, e 6 se, (M, w) £ o,
w)

3) (M w) k= — ¢ se, e s6 se, (M, w) £
o ou (M, w) =1,

1) (M,w) | Op se, e 56 se, (M, 1) |= ¢
para todo ¢ tal que (w,t) € R.

Para caracterizar as propriedades do
operador modal defimos o conceito de
férmulas wdlidas em relagao a uma estru-
tura M e férmulas vdlidas em relagao a uma
classe M de estruturas. Fixado ¢ denota-
mos por M a classe de todas as estrutu-
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ras de Kripke sobre ® sem nenhuma res-
trigdo sobre as relagoes R. Assim, dizemos
que uma férmula ¢ é satisfeita em (M, w)
se, e 86 se, (M,w) E ¢. Uma férmula ¢
é dita ser satisfativel em relagao a M se
(M, w) E ¢, para algum mundo w em W de
M. Uma férmula ¢ é satisfativel em relagao
a uma classe M se ¢ é satisfativel em al-
guma estrutura M de M (M, M) = o).
Dizemos que ¢ é vdlida em relagao a uma
estrutura M (M |E ), se M,w) E ¢,
para todo w (w € W). A validade de
uma férmula ¢ em relagdo a uma classe M
(M E ), ocorre se ¢ for vilida em todas
as estruturas M de M.

A seméantica de LMP, caracterizada
pela nogdo de mundo possivel (uma es-
trutura relacional ou grafo) engloba a
semantica de CPC. Nos sistemas modais os
problemas de model-checking e validade sao
decidiveis. O que é um tanto quanto sur-
preendente, tendo em conta que os siste-
mas considerados, a despeito de sua sin-
taxe proposicional, é essencialmente uma
linguagem como a de CPPO, leve-se em
conta que os problemas mencionados para
esta linguagem sao problemas computacio-
nalmente dificeis (a indecidibilidade da lin-
guagem de primeira ordem é robusta).

’ O Sistema dos Grafos Existenciais ‘

Uma das finalidades dos Grafos Exis-
tencias (GEs) de Peirce estd em representar
iconicamente as operacoes do pensamento.
A iconicidade ndo decorre apenas do fato
do sistema dos GEs utilizar representagao
pictérica e nem por utilizar notagao de tipo
algébrico (por exemplo, as dlgebras que o
préprio Peirce criou - tal notagao é iconica).
A iconicidade dos GEs é reflexo do pri-
vilégio atribuido por Peirce a geometria por
relagdo & édlgebra [CP. 4.368], [Rosa, 2004,
pag. 70].

O sistema dos GEs divide-se em trés
partes: (i) a parte alfa que corresponde a
CPC; (i7) a parte beta que corresponde a
CPPO; e a (iii) a parte gama que abarca
as linguagens de ordem superior, a ldgica
das abstragoes, consideragoes metatedricas
das partes alfa e beta e, finalmente, a légica
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modal. Peirce nao completou a parte gama,
desse modo nao consegiu estabelecer com-
pletamente a relagao entre légica e conti-
nuidade geométrica, [Rosa, 2004, pdg. 73].

Um grafo é um diagrama numa su-
perficie, composto por uma folha (chamada
de Folha de Assercao - FA, cada plano
da folha é considerado um grafo) sobre a
qual sao escritos spots ou algo equivalente,
linhas de conexao e, se necessario, cortes,
[CP. 4.419]. A parte alfa estd restrita ao
uso de letras, correspondem as variaveis
proposicionais de CPC; sdao os grafos
atomicos. Note-se que o primeiro grafo
é a folha, se escrevermos uma letra na
folha esta inscricao também é um grafo.
Se considerarmos somente a letra escrita
teremos um grafo parcial, onde o todo é a
folha com a inscricao. Um corte divide o
plano da FA em duas regides distintas, a
regiao no interior do corte é chamada de
drea do corte, que é um grafo. O corte (a
curva fechada - vide Figura|l2)) em si ndo é
um grafo. Finalmente, um corte na area de
um corte é um duplo corte. Estes formam
os signos primitivos do sistema alfa.

Figura 12: Exemplo: grafo existencial alfa.

As regras da parte alfa que definem um
grafo sao (|Rosa, 2004, pag. 76)):

e podemos escrever nao importa que
grafo diretamente sobre FA;

e podemos escrever nao importa que
grafo numa superficie circundada por
um numero impar de cortes;

e podemos apagar nao importa que grafo
circundado por um nimero par de cor-
tes;
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e podemos iterar um grafo na mesma su-
perficie que o grafo inicial, assim como
o podemos iterar numa superficie cir-
cundada por um ndmero superior de
cortes. O processo inverso (apagar
aquilo que foi anteriormente iterado)
é igualmente permitido;

e o duplo corte pode ser inserido ou apa-
gado.

As regras acima correspondem a regras gra-
maticais, como as regras de formagao de
férmulas em CPC.

A semantica, a interpretacdo dos gra-
fos (quanto a valores verdade), é baseada
na FA: o signo fundamental da parte alfa
dos GEs, o continuo bidimensional; o uni-
verso de discurso. Em particular, FA é um
grafo que denota de forma geral e indefinida
a verdade, pois o verdadeiro é represen-
tado por um continuo, ([Rosa, 2004, pag.
77], [Roberts, 1973| pags. 31-46]). As con-
vengoes que estabelecem a semantica sao:

e a FA é um grafo. Tudo o que esté so-
bre a FA é verdadeiro no universo re-
presentado pela FA;

e os grafos parciais sobre diferentes par-
tes da FA podem ser considerados
como se cada um fosse um grafo total.
Cada um denota o que o outro denota;

a voluta representa a implicagao mate-
rial;

e 0 corte vazio designa o absurdo e o
corte nega o grafo que ele encerra;

o duplo corte pode ser inserido ou apa-
gado.

Vejamos alguns exemplos de aplicacao
das regras, destacamos os eventos relacio-
nados & negacao e condicional.

Na Figura[I3mostra duas FAs, a FA da
esquerda contém um grafo que representa
iconicamente a equivaléncia entre —(—p A
—q) e p — ¢ (note-se o uso da negagio), a
FA da direita contém um grafo que repre-
senta iconicamente a disjuncao pV ¢ (nova-
mente, note-se o uso da negagao).
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‘.

Figura 13: Exemplo de voluta (implicagio) e
disjuncao.

Q) (O)F

Figura 14: Exemplo de deducéo.

Na Figura mostra duas FAs, a
FA da esquerda contém uma dedugao via
apagamento do duplo corte e a FA da
direita contém uma deducao via inser¢ao
de um duplo corte.

Modus Ponens premissas

1
.P c
3 -
P desiteragdo P

apagamento

N

Figura 15: Exemplo de modus ponens.

Na Figura mostra o uso do modus
ponens: a numeragao indica a seqiiéncia
de manipulagido da FA. Em (1) temos a si-
tuagao inicial p’p:q da FA; em (2) a prova
tem inicio; em (3) ocorre a desiteragao das
premissas; em (4) o apagamento do duplo
corte e, finalmente, em (5) o apagamento
de g. O sistema alfa é correto, completo
e consistente, no mesmo sentido de CPC,
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[Roberts, 1973, pags. 139-140, 146-151].

O sistema beta é uma extensao de alfa,
analogo a CPPO em relagao a CPC. Em
termos sintaticos beta contém linhas de

identidade (LI).

S o—

algum S ndo é P: = _@

Figura 16: Quantificadores: silogismos.

todoSé&p:

algum s é P:

nenhum S & P:

Na Figura exibe o uso da linha de
identidade para expressar os silogismos que
constam no quadrado de oposigoes.

As regras de inferéncia beta sdo:

e insergdo: (i) todo o grafo pode ser in-
serido num nudmero impar de cortes;
(7i) despecificamente de beta: pode-
mos unir duas extremidades livres de
LI numa superficie encerrada por um
ntimero impar de cortes. Esta regra
torna duas LIs continuas;

e iteragao e desiteragdo: (i) todo grafo
pode ser iterado, seja numa mesma su-
perficie que o primeiro grafo seja numa
superficie encerrada por um numero
superior de cortes; (i7) pode unir-se a
LI do grafo original & LI iterada; (7i7)
pode prolongar-se uma extremidade de
LI para uma superficie encerrada por
um numero superior de cortes; (iv)
pode enxertar-se uma LI numa LI ja
existente numa mesma superficie; (v)
0S processos inversos sao possiveis em
todos os casos referidos;

e duplo corte: o duplo corte pode ser es-
crito e apagado em qualquer grafo.

As convengoes seguem o esquema dado
na parte alfa juntamente com o que se se-
gue:
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e a LI denota a existéncia de um in-
dividuo no universo considerado, sendo
permitido escrever a LI sobre a FA;

e a parte nao analisada de um rema
é chamada de spot e uma parte nao
visivel no bordo de um spot é chamada

de hook;

e uma LI que bifurca é um rema triadico
que significa a identidade de trés in-
dividuos. Em geral, uma LI com n bi-
furcacoes representa a identidade de n
individuos.

Vejamos alguns exemplos de aplicacao
das regras, destacamos um evento re-
lacionado a negacao e condicional e a
Barbara. A Figura[l7] as condigdes iniciais
de Barbara, as premissas. O passo seguinte
é a iteracdo (vide regras de inferéncia da
parte beta).

Figura 17: Barbara.

O procedimento em Barbara prossegue
na Figura Ocorre o apagamento de um
grafo parcial, a interagao segudo de uma
inser¢ao: torna duas LIs continuas e segue
uma desiteragdo. Os passos seguintes sao
exibidos na Figura um duplo corte e
um apagamento. Obtemos a conclusao em
Barbara, [Rosa, 2004, pdgs: 100-101].
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Figura 18: Barbara.

apagamento

Figura 19: Barbara.

Novamente, a corre¢ao, consisténcia e
completude da parte beta estao demons-
trados em [Roberts, 1973, pdgs. 139-140,
146-151]. Como mencionamos, Peirce nao
finalizou a parte gama desse modo nao te-
mos como apresentar a parte técnica desse
sistema. No entanto, podemos especular
que a parte gama seria aquela que compor-
taria diagramacoes que acomodariam pro-
posicoes como aquelas tratadas pelo sis-
tema triadico, de acordo com PPTE e PPNC.

7 Consideracoes Finais

Como vimos a negagao e a condicional, re-
gidas pelos principios basicos sao elemen-
tos centrais em todos os sistemas logicos,
mesmo em sistemas positivos como os in-
tuicionistas acrescidos da lei de Peirce
(que nao exibe explicitamente a negagao)
a negacao estd presente.
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Apresentamos uma base comum para as
légicas (como disciplina) usuais e de Peirce
(via nogdo de quase-verdade), nesta base
os conceitos referentes a negagao e a condi-
cional podem ser traduzidas para alguma
teoria dos conjuntos, no caso ZFC. EKEssa
base comum permite comparar os sistemas
formalizados, pelo menos em seus aspectos
técnicos (e ndo diretamente nos conceitos).
E, como percebemos esse estudo compara-
tivo remete a questoes no nivel da metate-
oria. Isto é, estudo das tecnicalidades en-
volvendo tanto a negacao quanto a condi-
cional nos diversos sistemas légicos em que
ocorrem remetem a problemas sobre suas
respectivas naturezas.

Neste texto fizemos apenas uma rapida
passagem por diferentes 16gicas (como dis-
ciplinas - a usal, a intuicionista e a de
Peirce) e alguns de seus respectivos siste-
mas logicos, sem maiores detalhamentos.
Fica como projeto futuro um aprofunda-
mento tanto nos aspectos conceituais como
no detalhamento das comparacgoes técnicas.

8 Notas e Observacgoes

As notas desta se¢do servem para situar o
entorno, pelo menos em parte, do conteudo
principal deste texto. Cada nota contém
um brevissimo comentéario acerca de um
dado conceito (como jargdo da drea de
l6gica e matemadtica) e cita diferentes fontes
de leitura. Evidentemente, tudo que é aqui
colocado estd fixado sob um determinado
ponto de vista (o do autor deste texto),
parte do conteido bibliografico utilizado
pelo autor estd listado em Referéncias.

1Neste texto, ndo promovemos nenhuma dis-
cussdo sobre a distingdo entre ciéncia e nao ciéncia,
ao leitor interessado indicamos, em meio a vasta
literatura existente, [Costa, 1997]. A indicagao
se deve & compatibilidade entre o conteiddo deste
texto e a abordagem ao tema (Conhecimento Ci-
entifico) feita por da Costa.

2E conveniente notar que se por um lado uma in-
vencdo ou descoberta cientifica (um conhecimento
novo), de um certo valor, para ser considerado
conhecimento cinetifico de fato deve, muitas ve-
zes, ultrapassar o senso comum (romper com ele),
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por outro lado ndo podemos conceber a com-
preensdo ou a comunicagdo sem fazer referéncia
Este é, muitas vezes, o ca-
minho de propostas de teorias cientificas movas:
conciliar duas exigéncias, aparentemente contra-
ditorias, ([Paty, 2003], [Costa, 1997)]).

ao senso comum.

3Grosso modo, o senso comum estad relacio-
nado tanto aos sentidos, por levar em conta da-
dos dos 6rgaos sensoriais, quanto a capacidade de
raciocinio, de reflexdo sobre os elementos de uma
situacao, [Paty, 2003].

Para alguns, senso comum equivale a opinido
comum, sujeita a influéncia cultural, e, neste caso,
se opde a razdo critica e ao espirito cientifico. Para
outros, o senso comum estaria associada a nocao
de bom senso, declarada em [Descartes, 2000} pag.
13], entendido como razéo.

O leitor interessado poderd se entreter, sem fu-
gir ao tema, com alguns testes utilizados para ava-
liar, digamos, nogdes de senso comum em escolhas,
por exemplo, o/teste de Wason e o Framing the Epi-
demic, Testes como esse tém estreita relacdo com
o modo como interpretamos cendrios envolvendo
CONDICIONAIS € NEGAGAO.

4Filosoficamente, verdade é conceito ltimo,
indefinivel por meio de outros mais simples,
se wutilizamos o termo definicao na acep¢do de
proposi¢cao que caracteriza e esclarece, sem peti¢cao
de principio, um conceito. A prdopria sentencga
expressando a definicao, em sentido estrito, de
verdade teria de ser “verdadeira”, [Costa, 1997,
pdg. 115]. Evidentemente, essa colocagdo nao
encerra a discussdo sobre a nogao de verdade, é
necessario buscar uma compreensao maior sobre a
natureza da verdade.

Ao  leitor interessado recomendamos
|[Lynch, 2001], uma coletanea de textos sobre
a natureza da verdade sob diferentes perspectivas.
Ainda, no livro intitulado Theories of Truth,
|Kirkham, 1977], tenta desfazer certas confusoes e
ambigiiidades que permeiam a nocgao de verdade.
Nesse texto, o autor distingue trés grandes
projetos que constituem a bibliografia sobre a
verdade: o projeto da justificacdo, projeto dos
atos-de-fala e o projeto metafisico. No projeto da
justificagdo hd uma tentativa em estabelecer um
critério para a verdade. Kirkham alinha a este
projeto, por exemplo, os filésofos F. H. Bradley
e B. Blanshard (coerentistas) e William James
(instrumentalismo).

No projeto dos atos-de-fala as declaragoes
sao o objeto de estudo. O autor considera duas
propostas () do ato ilocuciondrio (vide observacao
- 0BS.(4) - no final desta nota): que procura des-
crever o que fazemos quando declaramos algo,
seguido pelos filésofos P. F. Strawson (teoria
performativa) e H. Price (teoria darwiniana) -
ambos consideram que as declaragbes nao tém
propésito ilocuciondrio; (i4) do assertivo: que
busca descrever o que dizemos quando declara-
mos algo, seguido por F.P. Ramsey (teoria da
redundancia) e Alan White (teoria avaliativa) -
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estao convencidos de que as declaragées tém um
propésito locuciondrio.

No projeto metafisico tenta-se identificar
em que consiste a verdade. Divide-se em (i) a
linha extensional (vide observagdo - OBS.(ii) - no
final desta nota), que busca fixar a referéncia, a
denotagao do predicado € verdadeiro, sao alinhados
a essa idéia Alfred Tarski e Saul Kripke (teoria
semantica); (i¢) a linha naturalista, que procura
encontrar condigoes que sejam individualmente
necessdrias e conjuntamente suficientes para uma
afirmagao ser verdadeira (em algum mundo natural
possivel); (i4) a linha essencialista, que tenta
encontrar condigoes que sejam individualmente
necessirias e conjuntamente suficientes para
uma afirmacgdo ser verdadeira (em algum mundo
possivel), sdo alinhados a essa concepgdo C. S.
Peirce (pragmatismo), William James (instrumen-
talismo), Bertrand Russell e J. L Austin (teoria
da correspondéncia), B. Blanshard (coerentista) e
Paul Horwich (minimalista).

oBs. (i) - ilocucao: O uso das palavras
permite, entre outras coisas, fazer declaragoes de
intengdes em geral (promessas). Por exemplo,
quando alguém diz prometo lhe devolver o livro
que me emprestou, o falante faz algo com as pala-
vras que nao é do dominio estritamente linguistico,
[Austin, 1962]. Ressaltamos que, dentre os vérios
tipos de atos ilocutérios, somente nos assertivos o
falante se compromete (ou simula comprometer-se,
se estiver mentindo) com a veracidade do que
afirma.

oBS. (ii) - extensional: Nos sistemas légicos
usuais as proposigoes tém cardter extensional. Na
antigiiidade, os gregos consideravam distintas a
estrela da manhd (que chamavam de Phosphorus)
da estrela da tarde (que chamavam de Hesperus).
Isto é, desconheciam o fato do planeta Vénus
assumir esses dois papéis. Agora, considere as
seguintes proposigdes: (1) Hesperus é o segundo
planeta do sistema solar e (2) Phosphorous €
o sequndo planeta do sistema solar. Ambas se
referem as mesmas coisas, entdo podemos dizer
que: sao as mesmas proposi¢oes? Extensional-
mente (em relagdo & referéncia ou denotagdo),
a resposta é afirmativa: as duas proposigoes
sdo equivalentes. Porém, intensionalmente (em
relagdo ao sentido ou conotagdo), a resposta seria
nao necessariamente.

Ou seja, duas proposigoes podem ser
extensionamente equivalentes mas intensional-
mente distintas, porém se duas proposigdes sao
intensionalmente equivalentes, entao elas sao ex-
tensionalmente equivalentes. Ou seja, proposigoes
sdo individualizadas por suas intensdes. Tecni-
camente, a distingdo entre termos extensionais e
intensionais se verifica pela regra da substitui¢do -
definimos esta regra na Subsecao

5Neste texto ndo abordamos sobre as teorias ndo
axiomatizaveis, para o leitor interessado recomen-
damos [Henkin et al., 1959 pag: 30-37].

6Grosso modo, chamamos de extensdo ao con-
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junto das coisas designado por um predicado e
de intensdo (ou compreensio) o trago (a carac-
teristica, propriedade) expressa por um predicado.
Desse modo, predicados com mesma extensao serao
considerados distintos se tiverem diferentes in-
tensoes.

TInformalmente, a consequéncia légica pode
ser vista como uma inferéncia ou uma relacdo.
Como inferéncia, a conseqiiéncia légica pode tra-
tada como um processo, uma passagem de um
conjunto proposigoes, possivelmente finito, de pre-
missas para a conclusdo. Como relagao, a a con-
seqiiéncia logica é um emparelhamento fixado en-
tre premissas e conclusao, de tal sorte que fornece
uma garantia inaliendvel oferecida pelas premissas
a conclusao, [Henkin et al., 1959] pag: 30-37].

Evidentemente, a formulagdo de conseqiiéncia
légica tarskiana (uma concepgdo modelo-tedrica)
sofre de criticas, no entanto, pelo menos neste
texto, ndo entramos nesse campo de discussdo. Ao

leitor interessado recomendamos |Tarski, 1956b| e
Etchemendy, 1999).

8Desde os tempos mais remotos o homem ela-
bora modelos para capturar a realidade ou parte
dela, através deles procura expressar o conheci-
mento e a capacidade de manipular esse saber. Um
modelo (ou teoria) matemdtico é essencialmente
fruto da observacao, o processo de construgio e as
anglises sobre um modelo acabado (ou ndo) per-
mite, entre outras coisas, enxergar o que nao se
pode ver (tratar o imagindvel ndo observavel) ou o
observavel nao percebido. Evidentemente, a cons-
trugao de modelos segue um ritual para que o resul-
tado final seja algo bem-estruturada de modo que
o todo nao seja meramente uma colagem inconsis-
tente das partes observadas.

9Um texto interessante sobre as diversas linguas
do mundo é o Concise Encyclopedia of Langua-

ges of the World, |Brown and Ogilvie, 2008|.
Cabe aqui uma observagdo, hd lingua-
gens artificiais que sao livres de mnegagdo,
|Kurtonina and de Rijke, 1997]. Sdo lingua-

gens de especial interesse para programacgao de
computadores sob o paradigma declarativo.

7

100 uso da negativas duplas é permitido na
lingua portuguesa, no entanto sao gramaticalmente
incorretas, por exemplo, na lingua inglesa - ape-
sar de encontrarmos expressoes como we don’t need
no education (frase encontrada na mdusica Another
brick in the wall, Pink Floyd. Ressaltamos que
ha pelo menos duas outras estratégias para negar
distintas da forma como efatuada na lingua portu-
guesa, a saber: uma como feita em evenks (lingua
falada na Sibéria) e outra como efetuada em ton-
gan (lingua falada na Polinésia), [Zeijlstra, 2004].
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1Uma condicional pode ocorrer em outros for-
matos, por exemplo, considera-se que as formas
abaixo expressam o mesmo que se @, entdo P

e p somente se

® SO se
@ implica
®  s6 no caso de Y

® s na condi¢ao de

e © € condigcao suficiente para
e ) é condi¢do mecessdria para ¢
®  s6 no caso de Y

® ) se

® SO se) € que ¢

Além dessas variantes que podemos citar aque-
las que nao contém a particula se, como as frases
condicionais que contém termos como a ndo ser
que (p.ex., a ndo ser que faga sol, o jogo serd can-
celado) e construcdes adverbiais como eu sairei no
caso dela sair, eu sairei somente no caso dela sair
e eu sairei em qualquer circunstincia em que ela
saia, [Lycan, 2005]. N&ao tratamos neste texto des-

sas variantes, para o leitor interessado recomenda-

mos o texto [Lycan, 2005].

12 necessdrio fazer uma distingao entre a lin-
guagem da qual falamos (a linguagem objeto ou lin-
guagem artificial) da linguagem na gual falamos (a
meta-linguagem - linguagem da metateoria).

Saber esse tipo de distingdo ndo é mero precio-
sismo, é fundamental para evitar equivocos provo-
cados por formulagoes de problemas que confundem
expressoes da linguagem-objeto com os da meta-
linguagem. Por exemplo, um caso classico, é o Pa-
radozo de Richard.

Considere a expressdao: o menor nimero na-
tural ndao momedvel com menos de vinte e sete
stlabas, ela nomeia, com vinte e seis silabas, um
numero natural que, por defini¢do, ndo pode ser
nomeado com menos de vinte e sete silabas. A
contradi¢do ocorre se o leitor entender que a sen-
tenca de Richard estd internalizada na linguagem
objeto, oa que nao é o caso. Note-se que a sentenga
estd na meta-linguagem da teoria elementar dos
nimeros (um exemplo de um sistema aritmético
formalizado é o de Peano) e nao internalizada na
teoria. No caso, se considerarmos o sistema de Pe-
ano, a sentencga de Richard estd fora deste sistema.

Note-se que o uso do termo sentenca é no
sentido de expressao bem-formada de uma lingua-
gem objeto fizada. Nesse caso, dizer que uma dada
expressdo é um sentenga significa dizer que a ex-
pressdo pertence a uma dada linguagem-objeto.
Eis, outro exemplo de equivoco como o da sen-
tenga richardiana. Tome a seguinte afirmacao: todo
numero par maior que trés € igual a soma de dois
numeros primos, conhecida como Conjectura de
Goldbach. Agora, considere a conjungdo das se-
guintes assergdes: (7) A resposta para a Conjectura

32

de Goldbach é negativa. (ii) Se a resposta para a
Conjectura de Goldbach é negativa, entdo existe
um nimero par (maior que trés) que nao pode ser
expresso como soma de dois primos. (ii¢) Exata-
mente uma destas trés assercoes é verdadeira. E
evidente que (i7) é verdadeira, logo (#4¢) ndao pode
ser verdadeira (caso contrério, haveria pelo menos
duas assergdes verdadeiras). Portanto, (ii7) é ndo
verdadeira, e nao é o caso que exatamente uma das
trés assergoOes seja verdadeira. Isto é, ou nenhuma
delas é verdadeira (o que ndo é o caso), ou duas de-
las s@o verdadeiras, a saber: (¢) e (i7). Concluimos
entdo que: a resposta para a Conjectura de Gold-
bach é negativa.

Este esquema de argumento é universal, isto
é, permite provar qualquer assercdo em lugar de
(). Pergunta: qual o erro com este esquema
de raciocinio? O equivoco estd em tratar as trés
expressdes (todas bem-formadas) como sendo ele-
mentos de uma mesma linguagem. As duas pri-
meiras poderiam, de fato, pertencer a uma mesma
linguagem, porém, neste caso, a terceira expressao
nao seria uma sentenga - ndo pertenceria & mesma
linguagem das duas primeiras.

0Bs. (i) cabe aqui uma comentério sobre um
resultado de Godel (1931), [Godel, 1931]. Godel,
como formalista, conduziu seu trabalho supondo
que os significados de sentengas em uma dada teo-
ria axiomatica estao restritos a priori apenas pela
sua sintaxe (aqui ocorre a visdo fomalista), desse
modo, poderia procurar uma construgao sintdtica
que produzisse, em interpretagoes possiveis, um
conflito entre sua consisténcia e sua demonstrabi-
lidade.

Como ele ja conhecia paradoxos como o de
Richard, que ocorrem fora do formalismo - isto é,
na meta-linguagem -, o que Godel precisava era
uma antinomia semantica com esta mesma carac-
teristica. Ou seja, encontrar uma teoria axiomatica
da matemadtica onde coubesse sintaticamente uma
descricdo do paradoxo de Richard. A teoria en-
contrada por Godel foi a Teoria dos Numeros (a
Aritmética de Peano), nomeou a de S e elabo-
rou um esquema para representar cada sentenca da
meta-teoria por um objeto elementar de S (aplicou
um método de enumeragao). Por fim, inspirado no
método de diagonalizacdo de Cantor, traduziu para
S a sentenca que descreve na meta-teoria o predi-
cado x € demonstragao dey em S. Isto é, construiu
em S uma sentenc¢a richardiana de S cuja leitura
na meta-teoria é ndo existe senteng¢a em S que seja
demonstra¢do de mim mesma. Sobre a prova de
Godel recomendamos [Nagel and Newman, 1971].

OBs. (i#%) uma teoria diz-se inconsistente
se nela pudermos demonstrar uma férmula ¢ e,
também, sua negacao —p. Uma teoria diz-se tri-
vial, se todas as suas férmulas da teoria forem de-
monstrdaveis. Evidentemente, se o sistema légico
subjacente a teoria em questao for classico, a teo-
ria inconsistente se, e somente se, for trivial. No
entanto, a adocao de sistemas légicos apropriados
permite (sob certas condigdes) a construgao de te-
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orias inconsistentes e nao triviais.

13 A teoria dos conjuntos, nascente no inicio do
século XX (nos trabalhos de Cantor e Dedekind),
tem como representante, digamos, classico o sis-
tema ZF (sem o axioma da escolha) ou o zZFC (ZF
+ Axioma da Escolha), resultado dos trabalhos de
Zermelo (1908), Fraenkel (1922) e Skolem (1923),
entre outros. Ha& outros sistemas menos conheci-
dos, o NGB de von Neumann (1925-1929), Bernays
(1937-1954) e Godel (1940), o NF de Quine e o sis-
tema de Kelley-Morse-Tarski. O leitor interessado
encontrard em uma visdo geral so-
bre esses sistemas.

Complementamos esta nota com comentérios
sobre alguns axiomas em ZF, o interesse estd nao
estd tanto nos aspectos matemdtico-conjuntistas
desses axiomas, mas pelo pelo uso dos termos ex-
tensdo, infinito, substitui¢cdo e reqularidade que sao
utilizados em diversos tépicos (no curso 1A005 e,
por conseguinte, neste texto).

e O axioma da compreensao diz que dado um
conjunto x e dada uma propriedade, existe um
conjunto y cujos elementos sao exatamente os
elementos de x que satisfazem a propriedade
dada.

e O axioma da extensionalidade diz que dois
conjuntos sao tguais se, e somente se, possuem
0s mesmos elementos.

e O axioma do infinito diz que existe um con-
junto x que tem o conjunto vazio como ele-
mento e para cada conjunto y elemento de x
tem-se que a unido de y com {y} estd em z.

e O axioma da substitui¢ao diz que a imagem
de um conjunto por uma fung¢do é um con-
junto.

e O axioma da regularidade diz que todo con-
junto x nao-vazio possui um conjunto y como
elemento tal que a intersec¢do de x com y é
vazia.

Eis as observagoes:

() note-se que no enunciado dos axiomas os con-
ceitos dos termos em itdlico: conjunto, pro-
priedade, igualdade, ser elemento, infinito,
unido, estar em, funcgdo e intersec¢do que
estao na meta-teoria.

(it) sobre o axioma da compreensdo: considere

uma constante individual s (p.ez., denotando

Sécrates - é um termo singular que indica

um ¢ndividuo e suponha um predicado undrio

C representando uma propriedade (p.ez., ser

careca - é um termo geral que permite expres-

sar caracteristicas ou propriedades que um
individuo singular pode ter) em uma dada
interpretagdo T (p.ex., podemos tomar uma
interpretagao cujo dominio é o conjunto das

pessoas). Entao, podemos escrever Sdcrates é

careca como C(s). Desse modo, sob Z pode-

mos determinar em que condigbes C(s) serd
verdadeira, neste caso: se e somente se hd
no dominio da interpretagcao um subconjunto
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correspondendo a cole¢cdo das pessoas carecas
e que tenha como elemento o individuo deno-
tado por s. Ou seja, existe um objeto que é
C se e somente se o subconjunto do dominio
que corresponde & extensdo de C' (conjunto
dos objetos que satisfazem x é C - o con-
junto das coisas designado por um predicado)
é nao vazio. Esse carater extensional do axi-
oma da separacao é, digamos, complementado
pelo axioma da extensionalidade.
(i41) O axioma da extensionalidade diz que um
conjunto é determinado unicamente por seus
elementos. Note-se que esse axioma faz uso
essencial da nocao de identidade: dois con-
juntos sdo idénticos quando tém os mes-
mos elementos. Desse modo, podemos ex-
plicitar um conjunto utilizando um predicado
(vid (i%)) ou por ezaustao (listando todos
os elementos, quando possivel) - veja que o
conjunto {1,2,1,2,2,2,1} possui exatamente
dois elementos.
O axioma da substituigdo, proposto Fraenkel
e Skolem (1922), independentemente, é utili-
zado para separar o conjunto imagem de uma
fungdo; quando ndo se tem pré-especificado
um contra-dominio natural.

O axioma da regularidade, proposto por
von Neumann (1925), tem cardter técnico-
estrutural: impedir que ocorram no universo
certas patologias, tais como z = {z}, = € =z,
T €y E x, etc.

Enunciamos aqui o Axioma da Escolha, sem
maiores detalhes: seja u uma familia de con-
juntos nao vazios e dois a dois disjuntos, entao
existe um conjunto v contendo exatamente
um elemento de cada x € u. Historicamente,
o axioma da escolha jda era utilizado de forma
intuitiva antes de ser enunciado por Zermello

(1908), [Herrlich, 2006].

14 A contradicdo é a crenca de que néo é verdade
que se possa predicar e ndao predicar a0 mesmo su-
jeito a mesma propriedade ao mesmo tempo (cf.,
Aristételes), |[Lukasiewicz and Wedin, 1971]. Em
um artigo intitulado on the principle of contradic-
tion in Aristotle, |Lukasiewicz and Wedin, 1971],
Lukasiewicz propoe trés versdes aristotélicas do
principio de contradigdo: uma formulacdo on-
toldgica (€ impossivel que a mesma coisa per-
tenca e mao pertenca 4 mesma coisa a0 MeESMO
tempo e na mesma condi¢Go); uma formulagao
16gica (o0 mais certo de todos os principios bdsicos
€ que proposi¢des contraditorias ndo sdo verda-
deiras simultaneamente) e uma formulagdo psi-
colégica (ninguém cré que a mesma coisa (ao
mesmo tempo) possa ser e ndo ser). Nesse ar-
tigo, Lukasiewicz rejeita a formulagao psicoldgica
e faz equivaler a formulagdo légica & ontoldgica
(propde uma tnica formulacdo légico-ontoldgica),

Abe, 2011} pag: 24].

15H4 sistemas 16gicos ndo-reflexivos, isto é, siste-
mas em que o principio da identidade (em alguma
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de suas formas) ou nao vale ou atua de forma res-
trita. Por exemplo, no sistema légico da implica¢do
causal, que interpretam ¢ — 1) como ¢ causa v,
em geral, ndo aceitam que algo posssa ser a causa
dela mesma.

16Toda construcio abstrata possui em sua base
um conjunto de elementos primitivos, por exem-
plo, para a construir a sua teoria elementar dos
numeros Peano tomou como elemento primitivo o
conceito de numero natural, isto é, ele considerou
como absolutamento claro o que é um nidmero na-
tural e quais sao eles. Para o leitor interessado,
recomendamos [Milies and Coelho, 2000].

O método axiomdatico, que remonta a Euclides,
tem sua importancia principalmente na filosofia da
matematica. Porém, pode ser ferramenta interes-
sante para examinar obras como as de Aristételes
(fundamental para a compreensdo de alguns dos
problemas bésicos da légica). Para uma introducao
sobre os conceitos dos sistemas axiomdticos, reco-

mendamos [Mortari, 2001} Secdo 13.4].

70 termo cépula em ldgica ocorre em pro-
posigoes. Uma proposicao, em geral, é formada
pela unido de dois termos (sujeito e predicado)
através de uma cépula (usualmente o verbo ser).
O sujeito é o termo de que se enuncia alguma coisa

e o predicado é aquilo que se enuncia, como em:
Ana € bailarina.

18 As proposicées podem ser classificadas segundo
quantidade e qualidade.

Pela quantidade (isto é, pela extensdo do
sujeito considerada) podemos classificar as pro-
posigoes em universais: quando o sujeito da pro-
posi¢ao € tomado em toda a sua extensdo - p.ex.,
todos os brasileiros sdo sul-americanos; particula-
res: quando o sujeito da proposi¢ao € tomado ape-
nas numa parte da sua extensdo - p.ex., alguns bra-
sileiros sao sul-americasnos e singulares: quando o
sugeito da proposi¢ao estd reduzido a um individuo
- p.ex., Ana € brasileira. Note-se que as singulares
sdo um caso particular das universais (toda a sua
extensdo estd reduzida a um tnico termo-singular).

Segundo a qualidade (isto é, segundo o predi-
cado convém ou nao convém ao sujeito), as pro-
posicoes podem ser afirmativas: quando o pre-
dicado convém ao sujeito (ndo hd ocorréncia de
negagdo na cépula) - p.ex, os brasileiros sdo
sul-americanos; negativas: quando o predicado
nao convém ao sujeito (hé ocorréncia de negagao
na cépula) - p.ex, os brasileiros ndo sdo norte-
americanos.

Diz-se que duas proposicdes sao opostas:
quando tém o mesmo sujeito e o mesmo predi-
cado, diferindo na qualidade ou na quantidade ou
na quantidade e na qualidade, entdo temos qua-
tro casos de oposicdo (duas proposi¢oes sdo): con-
traditorias: quando diferem ao mesmo tempo pela
qualidade e pela quantidade, isso nos casos em
que (i) uma é universal afirmativa e a outra, par-
ticular negativa - p.ex., todos os brasileiros sdo
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sul-americanos e alguns brasileiros ndo sdo sul-
americanos e (it) uma é universal negativa e a
outra, particular afirmativa - p.ex., nenhum brasi-
leiro € sul-americano e alguns brasileiros sao sul-
americanos; contrdrias: quando sendo ambas uni-
versais, diferem apenas pela qualidade - p.ex., todos
os brasileiros sao sul-americanos e nenhum brasi-
leiro € sul-americano; subcontrdrias: quando sendo
ambas particulares, diferem apenas pela qualidade
- p.ex., alguns brasileiros sdo sul-americanos e al-
guns brasileiros nao sao sul-americanos; subalter-
nas: quando diferem apenas pela quantidade, isso
nos casos em que (4) uma é universal afirmativa e
a outra, particular afirmativa - p.ez., todos os bra-
sileiros sao sul-americanos e alguns brasileiros sao
sul-americanos e (it) uma é universal negativa e
a outra, particular negativa - p.ex., nenhum brasi-
leiro € sul-americano e alguns brasileiros ndao sao
sul-americanos.

19H4 estudos interessantes sobre negacio e fal-
sidade, por exemplo, em |[Sanz, 2008]. O lei-
tor interessado ird encontrar diversos textos so-
bre negacdo no volume (23) intitulado: |Aspectos
Logico-Filoséficos da Negagao, da revista O que
noz faz pensar.

20pPara se adotar uma teoria da probabilidade
(existem vdrias) como suporte a légica devemos
esclarecer qual é a interpreta¢do de probabilidade.
Matematicamente é bem definida, qualquer fungéo
de probabilidade tem como dominio uma sigma
algebra - intuitivamente pode ser interpretada
como um conjunto de eventos reais. Porém, como
determinamos essa dlgebra de eventos possiveis?
Por exemplo, no jogo de cara e coroa, o que sig-
nifica a probabilidade de se obter cara é 0,57 A
atribuicao desse valor para a probabilidade de se
obter cara reflete uma cren¢a de que a moeda nao
é viciada? A resposta é NAO, basta considerar a
seguinte seqiiéncia de arremessos de uma moeda
na qual temos como resultado (0 indica cara e 1
cora): 0,1,0,1,0,1,0,1,0, 1,0, 1, 0, 1, 0,
1, 0,1,0,1,0,1,0,1,0, 1,0, 1, 0, 1, 0, 1, O,
1,0, 1, 0, 1, 0, 1. Estamos falando de crencas, e
em relacao a isso: essa seqiiéncia diz que a moeda
é nao viciada? A resposta a essa pergunta merece
atencao, pois para adotarmos uma teoria de proba-
bilidade como suporte a légica o que desejamos nao
é meramente uma garantia matemdtica do compor-
tamento da fun¢do de probabilidade.

21Qualquer particula que possamos acrescentar a
uma ou mais frases para formar outra frase pode ser
chamada de conectivo de formagdo de frases. Os
conectivos de formagdo de frases estudados pela
légica cléssica sao os verofuncionais. Um conec-
tivo (operador) é verofuncional se, e somente se,
o valor de verdade da proposi¢cdo sem o operador
determina inteiramente o valor de verdade da pro-
posi¢do com o operador. Desse modo acredita-se
poder capturar o comportamento, por exemplo, da
negacao e do condicional, pelo menos em parte.
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Por exemplo, a negagdo como operador verofunci-
onal permite, mesmo que nao se saiba qual o valor
de verdade de uma dada proposigao, saber que a
negacao dessa poposicdo tem exatamente o walor
contrdrio (ou valor oposto) da proposicao original.

Tratamento similar ocorre com o condicio-
nal interpretado como operador verofuncional, por
exemplo, a expressao condicional se p, entdo v nao
é verdadeira no caso em que ¢ é verdadeira e ¥
ndo o é. Este caso parece ser consenso, o que nao
ocorre com as outras trés possiveis combinagdes.
Na abordagem verofuncional a expressdo condicio-
nal é verdadeira nos outros trés casos, no entanto os
proponentes da abordagem nao verofuncional nao
concordam que a expressao seja sempre verdadeira
em cada um desses trés casos.

22No caso dos operadores verofuncionais, mesmo
que nao saibamos o valor de verdade da frase de
partida, sabemos em que circunstancias a frase de
chegada serd verdadeira (ou ndo verdadeira). Este
fato nao ocorre com operadores nao verofuncio-
nais, por exemplo, com os operadore (modais) para
necessidade e conhecimento - maiores detalhes na

Segao [6]

23Entende-se por prova construtiva um processo
que exibe explicitamente o objeto e/ou propriedade
desejada. Provas via redu¢do ao absurdo nao sao
aceitas pelos intuicionistas. Um exemplo cldssico é
o de Euclides para provar a existéncia de infinitos
numeros primos.

Suponha por absurdo que existam finitos
niimeros primos (um nimero primo é um ntmero
inteiro maior do que 1 e que é divisivel unicamente
por ele mesmo e pela unidade). Seja p o maior
numero primo, por hipdtese esse nimero existe, e
m=(2-3-5-7-...-p)+ 1. Evidentemente, m é
maior que p e, se for primo teremos o nosso absurdo
(j& que por hipétese p é o maior primo existente).

Pelo PTE ou m é primo ou ndo é primo (ou
equivalentemente, é composto ou ndo) Se m nao
é primo, entdo é composto, portanto divisivel por
algum primo menor do que ele. Note-se que ao di-
vidirmos m pelos primos que o compdem 2, 3, ...,
p o resto é 1, logo m nao é composto, isto é m é
primo. Portanto, obtivemos que m é um primo es-
tritamente maior que p. Absurdo!

Brouwer nao aceitava esse tipo de demons-
tracdo, o motivo seria o de que para aceitarmos
que uma prova de ——¢ fornecesse uma prova de
@ temos que aceitar que ou sempre se tem uma
prova para ¢ ou para a sua negacao, —w. Como
nao chegamos a uma prova construtiva de —¢ (isto
é, que ndo existem finitos nimeros primos), somos
obrigados a reconhecer que ¢ é que tem que ser o
caso (ou seja, que existem infinitos deles). Porém
essa suposicdo é exatamente o PTE que Brouwer
nao aceitava. Isso se deve a crenca de Brower na
impossibilidade de se admitir o infinito atual, que
o conduzia a supor que, uma vez que nao podemos
?esgotar” um conjunto infinito, nunca saberemos se
( é ou nao o caso. Portanto, o PTE ndo pode valer,
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24Gistemas modais podem ser interpretados sobre
abertos topoldgicos, [McKinsey and Tarski, 1944],
isto é, podemos expressar propriedades topolégicas
via linguagens modais.

A primeira tentativa de comstrucdo de sis-
temas ldgicos formais que capturam nogodes es-
paciais foi apresentada por McKinsey e Tarski
|[McKinsey and Tarski, 1944].  Trata-se de uma
4lgebra baseada no operador fecho e que consi-
dera F(-) um elemento primitivo adicionado a uma
algebra booleana. Analogamente, pode-se construir
uma &lgebra baseada no operador interior I(-).

Para um dado espago topolégico T = (X, ),
relacionamos uma fung¢do de wvaloragdo v(-) que
leva letras proposicionais em subconjuntos de 7.
Dizemos que OB é verdadeira num ponto p se, e
somente se, B € verdadeira em todos os pontos
de alguma vizinhanca de p. Uma interpretacdo
topoldgica é um par (T,v) tal que: v(Ll) = 0,
v(T) = X, a conjungdo e interpretada como in-
tersec¢do em p(X), a disjungdo como unido em
(X)), a negagdo como complemento e O como in-
terior (isto é, v(Oy) = 1(v(y))).

Um espago topoldgico T = (X, Q) é definido a
partir de um conjunto nao vazio X e de uma colecao
Q de seus subconjuntos (2 C P(X)) tal que:

1) 0eQeXeQ,

2) Se O1, O2 € Q, entdo O1 N Oz € Q,

3) Se O; € Q, entdo |JO; € Q, para todo i € [
i€l

com I conjunto de indices;

Dado um espago topolégico T = (X, ), de-
notamos por | e F os operadores interior e fecho
em T se satisfizerem as seguintes condigbes para
quaisquer A, B C X:
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